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Отъ автора. 

При внимательномъ просмотр» приведенной въ концЪ настоящей 

книги программы вступительныхъ экзаменовъ по Ариеметик® въ спе- 

щальныхъ высшихъ учебныхъ заведешяхъ, нетрудно убфдиться, что 

ни одно изъ существующихъ на русскомъ языкЪ оригинальныхъ и 
переводныхъ руководствъ Ариеметики не даетъ полнаго отвЪта на 

веъ пункты программы. Даже лучшее и наиболЪе полное руководство 

Бертрана — Билибина, содержа несравненно больше матерала, чёмъ 

это требуется вышеупомянутой программой, не даетъ отвЪта на нЪ- 
сколько ея пунктовъ и поэтому не можетъ вполнф удовлетворить 

потребности молодыхъ людей, готовящихся къ поступленю въ тех- 
ническе Институты. Это обстоятельство, равно какъ и слабая, въ 

большинствз случаевъ, постановка преподаваня Ариеметики въ вы- 
пускныхъ классахъ гимназй и реальныхъ училищъ, отражается 
весьма печально на конкурсныхъ испытаняхъ въ спещальныхъ 

учебныхъь заведенмяхъ, особенно въ Горномъ ИнститутЪ, гдЪ на 

Ариеметику обращено особое внимане, и гдЪ поэтому около трети 

всБхъ экзаменующихся получаютъ по АриеметикЪ неудовлетворитель- 

НЫЯ отм$тки, и такимъ образомъ лишаются возможности продолжать 

экзамены. _ 
Предлагаемый «Курсъ теоретической Ариеметики въ объемЪ про- 

граммъ вступительныхъ экзаменовъ въ спещальныхъ высшихъ учеб- 

ныхъ заведеняхъ», какъ показываетъ само заглаше, является пол- 
нымъ отвфтомъ на въ вопросы, которые могутъ быть предложены 
экзаменующимся въ различныхь Институтахъ. Кром того, желая 
сдлать это руководство пригоднымъ для повтбрительнаго курса 

Ариеметики въ старшихъ классахъ ср.-учебныхъ заведен, гд® 

программа преподаваня нФсколько обширнЪе требований ‚ предъявляе- 

мыхъ въ Институтахъ, пришлось вставить н%®сколько теоремъ, 
которыя, какъ ненужныя для конкурсныхъ экзаменовъ, отпечатаны 
мелкимъ шрифтомъ. Таковы, напр., теоремы объ общемъ наибольшемъ 
дфлитель и о наименьшемъ кратномъ для мвсколькить чиселъ, объ 
общемъ признакЪ дФлимости и н$®которыя друг!я. 

При составлени этой книги были прочитаны очень мномя руко- 

водства теоретической ‘Ариеметики, начиная съ классическихъ кур- 
совъ Бертрана-Билибина и Серре, и кончая общеиавЪстными элемен- 

тарными учебниками Киселева, Малинина и Буренина и др. ВсЪ ма- 
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тер!алы подвергались основательной переработкЪ соотвЪтственно по- 

рядку послдовательнаго изложеня пунктовъ программы и общему 
уровню математическаго развит!я учащихся, для которыхъ предназна- 
чена эта книга. Особенное внимане обращено на то, чтобы на всв 

пункты программы былъ данъ обстоятельный и строго доказанный 

отвЪтъ. Съ этой цёлью пришлось добавить нЪсколько теоремъ, безъ 

которыхъ пострадала бы строгость и послЪдовательность изложен. 
Таковы, напр., теоремы о равноостаточности чиселъ (55 48 и 49), 

почему-то не вошедийя въ программу, но безусловно необходимыя 

для строгаго изложеня теор пер!одическихъ дробей, и нЪкот. друмя, 

мене важныя. Для облегченя возможности письменнаго изложеня 

услошя теоремъ при отвЪтЪ, введены нЪкоторыя полезныя сокра- 

щенныя обозначеня, какъ-то: 

ост, (а:Ъ); част. (а:Ъ); о. м. д. (а:6); м. кр. (а, 6), 

обозначающя соотвЪтственно: 
остатокъ отъ дъленя а на В; частное отъ дьленя « на $; общ 

наибольш!Ий дзлитель чиселъ а и 6; наименьшее кратное чиселъ а и 

Ъ. Подобныя сокращешя даютъ возможность записывать условйя тео- 

ремъ нЪсколькими буквами, что представляетъ значительное ‘удобство 

для экзаменующихся. 

Настоящее десятое издане Ариеметики перепечатано съ очень 

‘незначительными измненями противъ девятаго, въ которомъ по сра- 

вненно съ прежними изд. были сдЪланы нёкоторыя перем$ны и добавле- 

ня, соотв тствующ/я нов$йшимъ требованямъ на экзаменЪ по Арие- 

метикЪ, главнымъ образомъ, въ Горномъ ИнститутЪ, гдЪ попрежнему 

этотъ экзаменъ является роковымъ для большинства экзаменующихся. 
ВсЪ вновь внесенные параграфы отмфчены буквой а, чтобы не нару- 

шать нумеращи, и, такимъ образомъ, въ книг осталось попрежнему 
150 параграфовъ, несмотря на увеличене ея объема по сравненю съ 

первыми изданями. Въ теперешнемъ видЪ предлагаемая книга вполн® 
отвфчаетъ нов5йшимъ экзаменацюннымъ требован!ямъ. 

Въ виду совершенно невфроятнаго вздорожаня бумаги (на 400°/, 
и выше) и типографскихъ работъ (болъе чёмъ на 100°/) стоимость 

книги повышена съ 75 к. до 1 руб. НадЪюсь, что ко времени выхода 

слъдующаго издан г. г. бумажные фабриканты и торговцы будутъ 

сокращены и окажется возможнымъ вернуться къ прежней цЪнЪ. 

Сентябрь 1916 года, 
Л. Шмулебвичь. 



ОТДЪЛЪ 1. 

Ариеметическя дЪйствя надъ цлыми 
числами. 

ГЛАВА 1 

Сложене и вычитане. 

|. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Суммой двухъ или нЪснольнихъ чиселъ (сла- 
гаемыхъ) называется число, содержащее стольно единицъ, скольно 
ихъ занлючается во всфхъ данныхъ числахъ, вмфетЪ взятыхъ. 

Сложен! есть дЪйств!е, при помощи нотораго опредъляется 

сумма двухъ или нфсколькихъ чиселъ. 

Разностью двухъ чиселъ называется такое третье число, ко- 

торое будучи прибавлено къ меньшему изъ данныхъ чиселъ (вычи- 

таемому) воспроизводить большее (уменьшаемое). 

Вычитан!е есть дЪйств!е, при помощи нотораго опредъляетея 
разность двухъ чиселъ. 

2. Дъйстые сложеня обозначается знакомъ -|-, который 
произносится „илюсь“; равенство двухъ величинъ обозначается 
знаком» , который произносится „равно“. 

Напр., равенство а--ь=е показываеть, что сумма двухъ 
чиселъ аи 5 равна числу с. 

ДЪйстые вычитан!я обозначается знакомъ —, который произ- 
НОСИТСЯ „минусь“. Такъ, напр., равенство а — $ — с показываетъ, что. 
разность двухъ чиселъ а и Ь равна чиелу с. 

КромЪ знаковъ -|-, —, = полезно замфтить еще знаки жера- 
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венства > и <, которые читаются больше и меньше. Напр., нера- 

венства 
ое >е;уа—ь<а 

воотвфтственно показываютъ, что сумма чисель а и 6 больше 

числа с, и что разность чиселъ а и Ь меньше 4. 

Если обозначить буквой с разность двухъ чиселъ а и $, 
то на, основан!и опредъленя понят!я о разности (8 1) можно сказать, 

что с, будучи прибавлено къ 6, дастъ а, т. е. выводимъ заклю- 

чене, что равенства: 
а—6—=е 

и В е=а 

вполн№ равносильны и могуть замЪнять другъ друга. 
Изъ этихъ же равенствЪъ видно, что уменьшаеме всегда равно 

суммь вычитаемало и разности. 
Поэтому можно сказать, что вычитане есть дъйстве, обрат- 

ное сложенёюо: въ немь по данной суммтъ (уменыиаемому) м одному изь 

слалаемыль (вычитаемому) находится величина друзоло слалаемало (раз- 

мость). 

4. Начала, на которыхъ основывается теоря сложеня и вы- 
читанйя. 

|. Величина суммы не зависить отъ порядка слагаемыхъ. 
Справедливость этого начала вполнЪ очевидна, такъ какъ 

въ какомъ бы порядкЪ ни соединять данныя числа въ общую 
сумму, число единицъ, заключающихся въ каждомъ изъ слагае- 
мыхъ, остается неизмннымъ, а потому и сумма ихъ измниться 
не можетъ. 

2. Величина суммы не измфнится, если разложить данныя чк- 
сла на нфсколько отдЪльныхь частей, сложить эти части однф съ 
другими въ наномъ угодно порядкЪ и полученныя суммы соединить 
въ одну. 

Ясно, что полученный такимъ образомъ результать будетъ 
содержать вст частн данныхъ чиселъ, а потому будетъ ихъ суммой. 

Примпчаще. Начало это даеть возможность привести сложеше двухъ ка- 

кихъ угодно чиселъ къ сложено чиселъ, меньшихъ десяти. 

3. Если два числа разложены на одно и то-же число частей 
такъ, что части меньшаго числа не превышаютъ соотвфтственныхь 
частей большаго, то разность этихъ чиселъ равна суммЪ разностей 

соотвфтствующихь частей. 



4. Разность двухъ чиселъ 
‘обоихъ на одно и то-же число. 

Справедливость началъь 3 и 4 непосредственно вытекаетъ 
изъ сдъланнаго выше опредзлен!я вычитан!я. 

мЪняется оть увеличеня ихъ 

5. Если надъ невычисленнымь еще результатомъ какого 
нибудь дЪйствя хотять произвести новое дВйстве, то выражене, 
содержащее указаше перваго дфйстня, заключаютьъ въ скобки, 

передъ которыми ставять знакъ, выражающий второе дЪйстве. 
Такъ, напр., если къ числу а надо прибавить заранЪе вычи- 

‹сленную разность чиселъ ® и с, то это можетъ быть обозначено такъ: 

а- (6—6). 

Подобнымъ же образомъ выражеше 

а— (6-е) 

показываетъ, что изъ числа а надо вычесть сразу всю сумму чи- 
селъ фи с; также 

а-- (6-6) 

обозначаетъ, что къ числу а надо прибавить сумму чиселъ Би 
сит. д. 

6. ЗАМЪЧАНЕ. Дляправильнаго усвоен!я дальнзйшаго курса, 
очень важно умЪфть различать услов!я, необходимыя для существо- 
ван!я какой нибудь истины, оть услов!й достаточных, 

Услоше называется необходимымь, если при невыполнени 

его данная истина не имЪетъ м%ста. Такъ, напр.: для того, чтобы 

изъ числа а можно было вычесть число В, необходимо, чтобы а 
было больше В, такъ какъ въ противномъ случа въ зриеметикЪ 
дЪйстые вычитания невозможно. 

Услове называется достаточнымь, если при соблюдеши его 
данная истина иметь мЪсто безусловно всезда. Такъ, напр.: для 

того, чтобы изъ числа а можно было вычесть число Ь, достаточно 

‘услоше, чтобы а было больше 6, такъ какъ при соблюденйи этого 

условя всегда *) можно найти разность а— 6. 
Наконецъ, услоше называется необходимымь м достаточнымь, 

если оно удовлетворяеть обоимъ вышеприведеннымь требова- 
нямъ, Такъ, напр., разсматривая предыдущие примзры, можемъ 

*) Очевидно рчь идетъ объ отаеченныеь числахъ, такъ какъ, въ случа 
чисолъ именованныхь, необходимо еще, чтобы числа а и ® были однородны. 
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` сказать: для того, чтобы изъ числа а можно было вычесть число 
, необходимо ш достаточно, чтобы а было больше 6. 

7. ТЕОРЕМА *). Для того, чтобы прибавить нъ числу сумму 
двухь или нЪенольнихь чиселъ, достаточно прибавить послЪдова- 
тельно всЪ слагаемыя этой суммы. 

Требуется доказать формулу: 

а-- (6-е) =а-Р с? 

Справедливость этой формулы непосредственно вытекаетъ 
изъ 2-го начала сложешя (8 4), такъ какъ на основаши этого 
начала можно число (6--с) разложить на отд®льныя части фи 

с и сложить послВдовательно эти части съ числомъ а. 

Итакъ: 
а (6-е) =а-РЬ-е, что и тр. док. 

> 
8. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы прибавить нъ числу разность 

двухъ чиселъ, достаточно прибавить уменьшаемое и вычесть вычи- 
таемое. 

Требуется доказать формулу: 

а (6 — с) =а- 6 — с? 

Если-бы мы къ числу а прибавили только 6, то получив- 
шаяся при этомъ сумма а--Ь не представляла-бы требуемаго 
результата, такъ какъ мы къ а прибавили 5 единицъ, а нужно 
было прибавить на с единицъ меньше; чтобы исправить сдЪлан- 

ную такимъ образомъ ошибку, нужно отъ а--Ь отнять еще в 

единицъ, что дастъ а--В — с. 

Итакъ: 
а-|- (6 —с) =а-6—с, что и тр. док. 

9. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы вычесть изъ числа сумму двухъ 

или нскольнихь чиселъ, достаточно вычесть послфдовательно наж- 

дое изъ слагаемыхъ этой суммы. 
Требуется доказать формулу: 

а— (Ро —а—в—е? 

*) Теоремой называется предложеше безусловно справедливое, но ве“ 

вполнф очевидное, а потому требующее доказательства. 



Если бы требовалось изъ числа а« вычесть только 6, то ис- 

комая разность была бы а— 6; но намъ нужно вычесть на с еди- 
ниць больше чЪмъ 5, а потому надо отъ разности а—6 отнять 

еще с единицъ. 
Итакъ: 

а— (6-е) =а--6—с, что и тр. док, 

10. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы вычесть изъ числа разность 
двухъ чиселъ, достаточно вычесть уменьша и прибавить вычи- 
таемое. 

Требуется доказать формулу: 

а— (6—6 =а— 5-6? 

Если бы требовалось изъ а вычесть только $, то искомая 

разность была-бы а—5; но намъ нужно вычесть не 6, а —с, 

т. е. на с единицъ меньше, чВмъ 6; поэтому разность «—№ бу- 

деть на с единицъ меньше искомой, а слВд., эта послЗдняя бу- 
деть а—В-—-с. 

Итакъ: 
а— (6 —е) =а—Ь-- с, что и тр. док. 

ГЛАВА ИП. 

Умножене цфлыхъ чиселъ. 

||. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Умножить величину на цЪлое число зна- 
читъ: повторить данную величину слагаемымъ столько разъ, сколько 
въ этомъ числЪ содержится единицъ и вычислить полученную сумму 

Данная величина называется множимымь; число— множите- 
лемь; полученная сумма— произведешемь. 

Множимое и множитель называются иногда производителями 
даннаго произведен я. 

Умножен!е обозначается знакомъ >» или просто точкой (.). 

сли числа выражены -буквами, то знака умноженя можно и не 
писать. Напр., а умноженное на Ь можно писать ах 5; илиа.Ё, 
или, наконецъ, просто аб. 

На основанши сдфланнаго опредфлевшя дЪйствя умножен!я 
цвлыхъ чиселъ можно ‘написать: 

аЖжЬ=а- аа (та. 

} разъ. 



= 

12. ТЕОРЕМА. Величина произведеня двухъ чиселъ не измЪ- 
нится, если перемфнить порядокъ производителей. 

Требуется доказать, что 
а. 6—6. а? 

Въ самомъ дёлЪ, умножить а на Ь значить повторить 6 разъ 
слагаемымъ число а, или, что одно и то-же, каждую изъ а еди- 
ницъ, образующихь число а. Но если каждую изъ единицъ по- 
вторить слагаемымъ 5 разъ, то она обратится въ 6; всЪхъ такихъ 
единицъ было а; итакъ а. 6=6.а. 

Можно эту теорему доказать и иначе. 
Образуемъ таблицу, состоящую изъ единицъ, расположен- 

НЫХЪ ВЪ 6 горизонтальныхъ строчкахъ по а единицъ въ каждой: 

а разъ 

11414... .. 1 
а ааа: | в 
Е а ра 
Е а. - 
Е: 

Сумму всфхъ единицъ, заключающихся въ этой таблин%, 

можно опредфлить двоякимъ образомъ: 
1. Считая по горизонтальнымъ строчкамъ, видимъ, что въ 

каждой строкз заключается а единицъ; всего такихъ строчекъ 
имЪется 5; итакъ, общая сумма равна а . 5. 

2. Считая по вертикальнымъ столбцамъ, видимъ, что въ 
каждомъ столбцз заключается 5 единицъ; всего такихъ етолб- 

цовъ имЪется а; итакъ, общая сумма равна 6. а. 
Но мы знаемъ, что величина суммы не зависитъ отъ по- 

рядка слагаемыхъ, а потому 
а. 6—6. а, что и тр. док. 

13. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить сумму двухъ или н%- 
снольнихь чисель на какое-нибудь число, достаточно наждое изъ 
слагаемыхь умножить на то-же число и полученныя произведеня 
сложить. 

Требуется доказать формулу: 
(а-- В). се=а.с-РЬ. в? 

На основан опредфленя умножен1я (8 11) можно написать: 

еее... ++, 
с разъ 
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откуда, вслЪдотве иеизмВняемости суммы отъ перемЪны мВстъ 

слагаемыхъ: 

(а- 6) .е=а-а--... рано... 

с разъ с разъ 
или, наконецъ: 

(а--.с=а.с-НЬ.с, что и тр. док, 

14. Равенство, выведенное въ предыдущемъ параграф®: 

(а-- 5) .е=а.с-РВ.с 

можеть быть выражено словами еще такъ: Произведене суммы нт- 
сколькихь данныхь чисель на какое-нибудь число равияется всуммт про- 

изведенй данныхь чисель на это же число, 

Это же равенство можно переписать такъ: 

а. с-- 6. е—=(а-РЬ).с 

и тогда оно выражаетъ, что сумма произведений чльсколькихть чисель 

на одно и то-же чиело равна произведено суммы этихь чисель на 
то-же самое число. 

15. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить число на сумму и%- 
снольнихь чиселъ, достаточно умножить его отдфльно на наждое 
слагаемое и результаты сложить. 

Лребуется доказать, что 

с. (а =с.а- с. 8? 

Мы зыаемъ, что величина произведен!я двухъ чиселъ не 

измфняется оть перестановки производителей ($ 12), а потому 
формула 

(а-- 5) .с=а.с-Рь.е 

можеть быть перепивана такт: 

с. (а =е.а--с.В, что и тр. док. 

16. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить разность на наное- 
нибудь число, достаточно умножить на это число отдфльно умень- 

шаемое и вычитае! и вычесть второе произведене изъ перваго. 

Требуется домазать формулу: 

(а—9).е=а.6—Ъ. =? 



Пусть а 5—4; тогда ($ 3) а=Ь-| а. 

Умножаемь об части послздняго равенства на с. 

в. 6—=(--а).е=в.с-Ра. с 

отсюда, заключаемъ ($ 3), что 

4. се=а.с-—ь.е 

или, подставляя вмЪ№сто 4 его значене а— 6: 

(а—6).с=а.с—Ь.с, что и тр. док. 

П. Равенство, выведенное въ предыдущемъ параграфЪ: 

(а—).е=а.е—Ъ.е 

можеть быть выражено словами еще такъ: Произведене разности 
двулз чисель на какою-нибудь множителя равно разности произведений 

этихь чисель на тою-же множителя. 

Это же равенство можетъ быть переписано такъ: . 

а. вв. 6 = (ав). с 

и тогда оно выражаетъ, что разность произведений двуть чисель на 

одною и тозю же множителя равна произведенио разности этихь чи- 
селз на тою-же множителя. 

18. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить число на разность 

достаточно умножить его порознь на уменьшаемое и на вычитае- 
мое и изъ перваго результата вычесть второй. 

Требуется доказать формулу: 

с. (а—=е.а—с.? 

Формула эта получается непосредственно изъ только что 
выведенной формулы: 

(@—Б.е=а.е-Ъ. 6, 
принимая во вниман!е теорему о неизм$няемости произведен!я” 

двухъ чиселъ оть перестановки производителей ($ 12). 

19. Произведещемь ньсколькить чисель называется результатъ, 
который получится, если умножить первое изъ чиселъ на вто- 
рое, полученное произведеше на третье, это произведене на 
четвертое и т. д, до тЪхъ поръ, пока не дойдемъ до послдняго 
числа. 

Такимъ образомъ, произведене чиселъ а, В, с, 4 есть ре- 
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зультатъ, который найдемъ, если умножимъ а на Ъ, найденное 

произведен! умножимъ на си это новое произведене на 4. 
Обозначается это дёйстШе слВдующимъ образомъ: 

ахьхех а, илиа.В.с.а 

и читается такъ: а, умноженное на Ъ, умноженное на с, умноженное на 4. 

Числа а, Ъ, с, 4 называются производителями или сомноэюите- 

лями даннаго произведеня. 
Если произведен!е нЪсколькихъ сомножителей заключено 

въ скобки, то оно разсматривается, какъ одинь множитель. Такъ 
напр., произведене 

а... (с. а).е 

представляеть произведеше не пяти, а всего четырехъ множи- 
телей, причемъ вычисленный результатъ произведения (с. 4) надо 
считать третьимъ множителемъ. 

20. Нетрудно убЪдиться, что, если скобки стоять въ началЪ 

‘произведеня, то онъ момуть быть отброшены безъ веякаю измъневя 

8 послъдовательномь ходъ дъйствя.` Въ самомъ дьлЪ, напр., каж- 

дое изъ произведей 
(а.5).с.а; (а.Ъ.о.4а; а.Ъ.е.а 

означаетъь одно и то-же: а умножается на 5, полученное произ- 
веден!е на с и это произведеше на 4. 

Отсюда можно вывести слфдующее очень важное для даль- 
нзйшаго изложешя заключение: 

Въ произведении какою уюдно числа сомножителей можно, нв 
нарушая послюдовательнаю хода дъйствя, произвольное число множи- 

телей, начиная съ перваго, заключать въ скобки, т. е. разематри- 
вать, какъ одинъ множитель, 

И наоборотъ: 
Скобки заключающия сколько уюдно сомножителей, начиная съ 

перваго, могуть быть отброшены безъ всякаю вмяшя на послъдова- 

этельный ходь дъиствл. 
Примочате. Нетрудно убъдиться, что заключене въ скобки н5®сколькихъ 

множителей (ие начимая съ перваго изъ пихъ) измфняеть послЪдовательный 
ходъ вычислешя и чтотому до доказательства теоремы 5 25 не можетъ быть 

допустимо. 

- Въ самомъ дьль, разсматривая, напр., произведенйя: 

а.Б.с.4на. (6.5). 4; 

видимъ, что въ первомъ случаь а умножается сперва на 0, а полученный ре’ 

зультатъ на с, тогда какъ во второмъ случаъ а умножается непосредственно нэ 

вычисленное уже заранфе произведене (5. с), что, пока не доказано противное, 
е можеть считаться за одно и то-же, 
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21. ТЕОРЕМА. Величина произведеня наного угодно числ: 

множителей не измфняется отъ перестановки производителей въ 
номъ угодно порядн$. 

Доказательство этой важной теоремы раздфляется на шесть 
посл довательныхъ частей. 

1. Произведее двухь множителей не мпняется отъ ить пере- 

становки, 
Т.е. а.6=Ь. а. 

Теорема эта была уже доказана ($ 12). 

Кром двухъ общеизвЪетныхъ доказательствъ этой теоремы, приведен- 
ныхъ въ $ 12, существуеть еще слздующее, не лишенное интереса доказатель- 

ство, принадлежащее извъстному французскому геометру Лежандру: 
Если а равно Ъ, то, очевидно, что а. 5—6 . а; поэтому пусть, напр., @ 

больше 6, и пусть разность а — 6 =, т. е. а=б- с. 

Тогда имфемъ: 

а.6=(--6).6=6.6--с.6 [6 
Ь.а=ь. $-+9=ь.6-%.е. (п) 

Если намъ удастся доказать, что для двухъ чиселъь 6 и с, меньшить 
чъмь а, произведене с.5=6.с, то изъ равенствъ (1) и (П) будеть доказано, 

что а.6=.а. Но -при 6 =1 и с=1 произведешя с и еб очевидно разн 
слЪд, на основаши равенствъ (1) и `(П) теорема доказана для чисель 2 и 
слВд. и для чисель Зи 2... .и вообще для какихъ угодно чиселъ. 

11. Произведеще трехъ множителей не измняется отъ переста- 

новки двуть послъднихь. 

Требуется доказать: 

а. 6. с=а.с. 0? 

Напишемъ такую таблицу: 

Ь разъ 

а а--а-|-..... ==] и 
а а--а--.....--а | 8 

авы ет, 

Въ этой таблицф число слагаемыхъ въ каждой горизонталь- 

вой строкЪ равно Ъ, а число такихъ строкъ с. 
Сумму вевхъ чиселъ, помфщенныхъ въ этой таблиц, меж- 

но найти двоякимъ образомъ: 
1) Складывая по горизонтальнымъ строчкамъ, находимъ, 

что сумма чиселъ, написанныхъ въ каждой строк®, равна в. 
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такъ какъ число всЪхъ такихъ строкъ равно с, то общая сумма 
всЪхъ чиселъ, написанныхъ въ этой таблиц, есть: 

в.-6.& 

2) Складывая по вертикальнымъ столбцамъ, находимъ, что 

сумма чиселъ, написанныхъ въ каждомъ столбц№, равна а. с; 

такъ какъ число всЪхъ такихъ столбцовъ есть 6, то общая сумма 

всЪхъ чиселъ въ таблицВ есть: 

а.с. 5. 

На основании закона объ неизмВняемости суммы отъ перемвны 
порядка слагаемыхъ ($ 4) заключаемъ, что об% полученныя суммы 
равны, т. е. 

а. В. с—а.с.6, что и тр. док. 

11. Произведеше какою уюдно числа множителей че измонлется. 
отз перестановки двухь послъднихь изь нихъ. 

Требуется доказать: 

В РЕ И ВЕ: ТН 

Такъ какъ произведеше сколькихъ угодно множителей, на- 

чиная съ перваго, можно заключать въ скобки, т. е. разсматри- 

вать, какъ одинъ множитель (8 20), то этотъ случай приводится къ 
предыдущему слдующимъ образомъ: 

О ИЕ Нато: 

послЪ чего получается произведене трехъ множителей: 

1) (@.Ъ.с....К), 2) В 3) м, 

что по предыдущему можеть быть переписано такъ: 

(6-е цы). %. А 
Итакъ: 

Г О ИОВА ТС 

=а.6.6....К.т.41, 910 и тр. док. 

1. Произведене какою улодно числа множителей не измпняется 
оть перестановки двухь первых. 

Требуется доказать: 

Га ВЕ рН РО, О" 

^ На основани $ 20 пишемъ: . 

а.Ъ.с.4....=(а.6).с.а. ...® (или на основаиш 

$ 12) =(6.а).г.4. . ..=В.а.с.4... , К, Ч итр. дог, 
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„И Произведене како Ушюдно числа множителей че измънлется 
оть перестановки двужь смежныть множителей. 

Требуется доказать: 

або. . ЕЕ, , ан: 

Заключаемъ въ скобки столько членовъ, начиная съ пер- 
заго ($ 20), чтобы послёдними множителями въ этихъ скобкахъ 

оказались тв два множителя, которые требуется помнять м$-, 
стами, послЪ чего на основами Ш части доказываемой теоремы, 
получимъ то, что требуется доказать: 

в. ива 

О: РИ „Г. Ё.т.м, что и 

тр. док. 

УТ. Произведеше какою уюдно числа множителей не измъияется 

оть перестановки производителей въ какомъ узодно торядк». 

Въ самомъ дълЪ, разсмотримъ произведене, множители ко- 
тораго написаны въ н®которомъ опредзленномъ порядк®. Такъ 
какъ каждый множитель можно мзнять мЪстами со смежнымъ, 

то, взявъ какого нибудь изъ множителей, можно переставить его 
на одно мЪсто вправо или влЪво, потомъ передвинуть его въ 
желаемомъ направлени еще на одно мЪето, потомъ еще на одно 
ит. д, пока, наконець, онъ не займеть желаемаго м$ста; то-же 
можно сдзлать со всякимъ другимъ, третьимъ и т. д. произво- 
дителемъ, до тЬхъ поръ, пока вс они не будутъ размщены 

въ желательномъ порядкЪ. 

22. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить произведен!е сноль- 

кихъ угодно множителей на накое нибудь число, достаточно умно- 
жить одного изъ производителей на это число. 

Требуется доказать: 

(&.5:6.а.К=(а.№).5.с.а=а, $.М№).с.4= 

=а.ь.@.№.а=а.ь.е. (@. № 

Доказательство основано на замЪчан!и 8 20 и теоремЪ $ 21. 
Въ самомъ дЪлЪ, на основанйи указанныхъ правилъ можемъ 

поелЪдовательно писать: 

(а.Б.с.9).М=а.В.6.а, №=а.М.Ъ.е.а= 
=@.№.Ь.с.а, Е 

т7-е. умножился множитель а, оставитись' на своемъ первоначаль- 

чомъ м$еть. 
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Или еще такъ: 

(@.Ъ.с.а). М=а,6.с.4.М=5. М, а.с,а= 

=(0: №). а. 6. 4=а.(5.№.:е:а4, 

т. е. умножился множитель В, оставшись на томъ же мфот. 

Или, наконецъ, так: 

сое. Иа. в.а. Мес. М. а. 5. а= 

Е 4.5. 4=0.5.(.М№.% 

т. е. умножился множитель с, оставшись на своемъ первоначаль- 
ноМЪ м%ств и т, д. 

23. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить число на произведе- 
в{е снольнихъ угодно множителей, достаточно умножить его послЪ- 
довательно на наждаго изъ нихъ. 

Требуется доказать: 

№. (а.Ъ5.в.9=М.а.5.6.42 

Доказательство основано на теорем 8 21. 

Въ самомъ ДЬлЛЁ, разсматривая №. (а.65.с.а) какъ про- 

изведене двухъ множителей № и (а.Ъ.е. а), можемъ писать 

посл$довательно такъ: 

№. (а.Б.с. а) =(а.6.с. а). М=а.5.с.а. М= 

—М№.а.ь.с. 4, что и тр. док. 

24. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы умножить произведен!е наного 

угодно числа множителей на нфноторое другое произведене, доста- 
точно составить новое произведен!е изъ всфхъ множителей, входя- 
щихъ въ оба данныя. 

Требуется доказать: 

(а.6.с.а). (т.т -р)=а.Ъ.с.4.т.т. 1? 

Разсматривая (а.Ь.с.4) какъ нЪкоторое чиело, можемъ 

на основани предыдущей теоремы написать: 

(а.Ъ.с.а).(т.п.р)=(а.6.с.4а).т.п.р= 

—а,6.с.4.т.т.р, что и тр. док. 

25. ТЕОРЕМА. Во всяномъ произведении можно скольно угодно 

сомножителей замфнить вычисленной величиной ихъ произведеня. 

Докажемъ, напр., что въ произведени 

а.5-е. а. РГ 
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можно множители с, е, Гзамнить ихъ вычисленнымъ заранзе 
произведешемъ (с.е./), 

т.е. что а.6.с,4.е -Г=@а,6.(е.е.[). 42 

Доказательство этой теоремы основано на томъ соображени, 

что если бы производители, о которыхъ идетъ рёчь (въ данномъ слу- 
ча с, е, /), стояли на первомь мюстъ, то предложеше было бы оче- 

видно на основани $ 20. Но зная, что произведене не мВняется 

ть перестановки сомножителей въ`какомъ угодно порядк% (821), мы 
можемъ нужные производители поставить на первое мЪсто, за- 
ключить ихъ въ скобки ($ 20) и перенести полученное произве- 
ден!е, разсматриваемое уже, какъ одинъ множитель, на какое 
‘угодно мото. 

Итакъ: 

а: 6-40. ее. Г.в... = (0.6 рб. Вай 

—а.(.е.Г[).6.4, или =а.6.(е.е.[). 4 или 

—а.6.4.(е.е.[), что и тр. док. 

26. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Кзадратомь или второй степенью Числа 
‘называется произведене двухъ множителей, равныхъ данному 
числу. 

Кубомь или третьей степенью числа называется произведеше 

трехъ множителей, равныхъ данному числу. 
Вообще, п-овой степенью числа называется произведене п мно- 

„эюителей, равныхь этому числу. 

Число, показывающее, сколько разъ данное число умно- 

жается на самого себя, называется показателем степени. 
Для изображения степени существуетъь особое знакополо- 

жене: пишутъ данное число и надъ нимъ ставятъ сверху съ 

правой стороны показателя степени. Такъ напр., а° означаетъ а 
въ плтой степени и равно на основани опредВлен!я произведен 
пяти множителей, равныхъ а. 

27. ТЕОРЕМА. Произведене степеней одного и того-же числа 
есть степень того-же числа, показатель которой равенъ суммЪ по- 
назателей данныхъ степеней. 

Требуется доказать: 

ат. п=аты? 
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На основаши опредРлен!я степени числа и теоремы о пе- 

ремножени двухъ произведен! (5 24) можно написать: 

т разъ ® разъ 

а" , а" —=(а.а.а. . а). @.а.а, .* та) = 

т--» разъ 

АТ Е ‘а=а"+*, что и тр. док. 

ГЛАВА Ш. 

Дфлене цфлыхъ чиселъ. 

28. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Раздфлить цфлое число на другое цлое 
значитъ: или составить изъ перваго числа столько равныхъ частей, 
скольно во второмъ содержится единицъ, и вычислить величину 
наждой части, или-же узнать, сколько разъ второе число содержится 
въ первомъ, 

Число, которое двлимЪ, называется дълимымь; число, на ко- 

торое дВлимъ— дюлиипелемь, полученный отъ дфленя результать— 
частнымъ. 

Дъфлене обозначается обыкновенно двоетощемъ (;), которое 
произносится „дтленное на“. Напр. а : ® читается: а, дъленное на 6. 

29. Такъ какъ для дВйстыя двлевшя дано двоякое опредзьле- 

ие, то необходимо разъяснить оба эти случая. 
Положимъ, во-первыхъ, что требуется раздфлить а на 6 

равныхъ частей и опредЪлить величину каждой части *). 
Въ этомъ случа число а состоитъ изъ © равныхъ, но пока 

еще неизвЪстныхъ частей, 

Если бы мы знали величину каждой части, то, очевидно, 
взявь ее ® разъ, мы получили бы число а. Другими словами, 
‘умножая частное на дълителя, мы получимь дълимое. 

Итакъ, въ первомъ случаЪ дВленя длимое есть произведеще, 
въ которомь дълитель есть множитель, а искомое частное — множимое, 

Положимъ, во вторыхъ, что требуется опредлить, сколько 
разъ число Ь содержится **) въ числ а. 
Е: 

*) Задача диленя на части, 
*=) Задача двлешя в5 смысл» содержания. 
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Въ этомъ случаЪ, число а состоитъ изъ неизьЪстнаго числа 
частей, каждая изъ которыхъ равна 5. 

Если бы число этихъ частей было найдено, то, повторивъ 

число © слагаемымъ столько разъ, сколько въ этомъ найден- 
номъ числЪ содержится единицъ, мы получили бы, очевидно, 
опять число а. 

Другими словами, умножал дилителя на найденное частмое, 

получим дълимое. 
Итакъ, во второмъ случаВ дъленя, дълимое есть произведен, 

въ которомь дфлитель есть множимое, а искомое частное — мно- 

житель. 

30. Сопоставляя сказанное въ предыдущемъ параграф отно- 
сительно обоихъ случаевъ дзленя, можно вывести заключене: 

Дълен!е есть дъйств!е обратное умноженю: при помощи его по 
данной величин произведеня двухъ чиселъ (дфлимое) и одному 

изъ производителей (дЪлитель), находятъ величину другого произво- 
дителя (частное). 

ПослЪднее опредвлене представляетъь то удобство, что 

даетъ возможность привести оба случая дВлен!я къ одному. 
Въ самомъ дЪьлз, выше было уже доказано, что, не изм®- 

няя величины произведеня двухъ чиселъ, безразлично какое 
изъ нихъ принять за множимое и какое за множитель (& 12). 

Сл довательно, при дЪлени двухъ чиселъ всеа можно раземат- 
ривать дълителя, какъ множимое, а искомое частное, какъ Множи- 

теля данназо произведеная (дълимало). 

Поэтому можно сказать, что раздилить— значить всегда узнать 
сколько разъ дълитель содержится въ дълимомь. 

Приводя такимъ образомъ первый случай дфлен!я ко вто- 
рому, мы измьняемь смысль дьйетея, но частное въ обоить случаять 

дъленя остается неизмпинымь, а насъ только это и интересуетъ. 

31. Раздёляя одно число на другое, напр. а на 6, мы не 
всегда найдемъ такое цЪлое число, произведеше котораго на 
дфлителя въ точности равно дЪлимому. Въ этомъ случав мы 

будемъ искать два послЪдовательныхъ *) цфлыхъ числа 4 и 9-1, 

такихъ, чтобы произведее 9.6 было меньше дфлимаго а, а 

*) Т, е. отличающихся одно оть другого на одну единицу. 
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произведение (4-|1).Ъ было-бы больше а, т. е. числа эти а и 
а--1 должны удовлетворять неравенству: 

9.5 <а< (а 1.5. 

Числа чи 9-1, удовлетворяюция такому услов!ю, назы- 
ваются эмачешями частнало съ точностью до единицы, причемъ число 

‚ 9 представляетъь недостаточное, число же 4--1— избыточное зна- 
чеше частнаго. 

Недостаточное значен!е частнаго называется также цълой 
частью частнало отъ дълешл а на Ъ. 

Итакъ, можно сдЪлать слёдующее опредЪлен!е: 
Цъфлой частью частнаго отъ дЪлен!я а на $ называется наиболь- 

шее цфлое число, произведен!е нотораго на дЪлителя меньше дЪ- 
ли 

Напр., если требуется раздЪлить 39 на 5, 10, зная, что 

5.1<39<5. 8, 

заключаемъ, что цплаля часть частнию отъ искомаго двлешя 
равна 7. 

Также цфлая часть частнаго отъ дьленя 95 на 11 равна 
итд . 

32. Положимъ, требуется раздфлить а на Ь, и пусть цёлая 
часть частнаго оть этого двленя равна 4. 

То-же самое частное 4 мы получили-бы, если-бы требовалось, 
раздЪлить на 6 не число а, а число 9.6, меньшее по условшю, 

ЧВымЪ а. 
Отсюда видно, что для полученйя цЪлой части частнаго, мы 

двлимъ на дзлителя 6 какъ-бы не все дзлимое а, но лишь 

часть его, равную 9.5, и что н$зкоторая часть числа а, равная 
разности (а—4 .5), остается не раздЪленной на 6; эта часть дф- 
лимаго называется остатком отъ дълешя а на 5. 

Назвавъ этоть остатокъ буквой х, имЪемъ: 

а—9.6=», 

откуда, на основаши опредвлешя дВйств!я вычитаня, полу- 
чаемъ (8 3): 

а—=9.6-", 

что даеть слёдующую важную зависимость: 
ДЪлимое равно произведению дълителя на цфлую часть част- 

наго плюсъ остатонъ *). 

*) Въ частномъ случав, когда дЪленше а на 5 можеть быть выполнено 
безъ схатке говорятъ, что остатокъ равень нулю. 
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33. Нетрудно убфдиться, что остатонъ оть дфлешя всегда 
меньше дфлителя. 

Въ самомъ д®лЪ, пусть цвлая часть частнаго отъ двлешя 
а на В равна 4, и пусть остатокъ отъ этого двленя равенъ *. 

Тогда по опредвленю ($ 31) имЗемъ: 

Ч.5<а< (4-1!) .5. 

Разсмотримъ дв разности: 

а—ч.Би (1--1).6—9.5. 

Такъ какъ вычитаемыя въ обфихъ разностяхъ равны, то 
меньшей изъ нихъ будеть та, въ которой уменьшаемое меньше, 

т, е. 

а—9.6< (4--0.5—94.5; 

но первая изъ этихъ разностей (а—4.6) равна т, вторая-же 

(9-21 .5—4.5=9.6-1—49.5=8 

итакъ г <Ь, 910 и тр. док. 

34. Принимая во внимаше зависимости, выведенныя въ 
88 31—83, можемъ заключить, что если у насъ существуетъ 
равенство вида 

М=М. ЕР, 
гдв М, М, № Р суть произвольныя цёлыя числа, причемъ Р 

меньше чьмъ №, то при дВлеши М на М получится частное # и 
остатокъ отъ дфлешя Р; и вообще, если наное либо число можеть 
быть представлено въ видЪ суммы двухъ слагаемыхъ, причемъ 
первое слагаемое дЪлится на какого-нибудь дфлителя, а второе— 
меньше его, то частное отъ дленя даннаго числа на этого дфли- 
теля будетъ равно частному отъ дфленя на него-же перваго сла- 
гаемаго, а остатонъ будетъ равенъ второму. 

35. Для удобетва дальн®йшаго изложеня введемъ слёдую- 
иЦя условныя обозначешя. Будемъ сокращенно обозначать цф- 
лую часть частнаго оть дёленя а на Ъ слВдующимъ образомт: 

част. (а:0); 
остатокъ отъ того-же дъленя: 

оет. (а: Ъ). 

Кром того, условимся обозначать символомъ 

(;- 

МР” 
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частное отъ двленя а на В в том» случаь, если дълеше это мо- 

жеть быть вытолнено безъ остатка *). 

36. ТЕОРЕМА. Если дЪлимое и дфлитель умножить на одно н 
то-же число, то частное не измЪфнится, а остатонъ умнощится на 
то-же число. 

Пусть, напр.: 
Дано: част. (а: 5) =; ост, (а: 5) =хт. 
Треб. док.: част. (ас : 0) =; ост, (ас : 5) = т. с? 

По условшо теоремы можемъ написать (8 32): 

ЧЕЛ а... леса 

Умноживъ об части равенства на число с, **) получаемъ: 
а. =. а- т). с=®. 49). в г. с==(6. 6) .а-т.с... (2). 

Равенство это показываетъ, что число (а. с) можетъ быть 
разложено на два слагаемыхъ, изъ которыхъ первое (6.6). 4 
при двлени на (5.6) даетъ частное 4, а второе слагаемое г. с 

меньше В.с, такъ какъ г< 5; отсюда, на основан 8 34, заклю- 
чаемъ, что если а .с раздвлить на Ь.е, то получится частное 4 
и остатокъ г. с, что и тр. док. 

37. Какъ изъ равенства (1) предыдущаго параграфа выте- 
каеть равенство (2), такъ и наоборотъ, изъ равенства (2) можно 

получить (1). Отсюда слздуетъ ТЕОРЕМА: 

Если длимое и дЪлитель раздфлить на одно и то-же число, 
(предполагая, что такое дфлеше выполняется безъ остатка), то 
частное не измфнится, а остатонъ раздфлится на то-же число. 

38. ЛЕММА ***). Для того, чтобы раздфлить произведен!е нЪ- 
сколькихь множителей на одного изъ нихъ, достаточно этого мно- 
жителя уничтожить въ произведении. 

*) Надо имфть въ виду, что ($) означаеть пока только символь выпол 

неннатю дълешл а на Ъ, и ни въ какомъ случаз не должно быть смъшиваемо 
съ понят!емъ о дроби. 

%*) Очевидно, отъ этого равенство не нарушится, такъ какъ, если А = 
=В, ти А.С=В. С, ибо, если всЪ слагаемыя одной суммы равны елагас- 
мымь другой суммы, то и суммы равны. 

**) Такъ называется вспомогательная теорема, нужная для того, чтобы 

доказать другую, болёе важную теорему. Такъ, напр., при доказательству 
теоремы о неизмфняемости произведен!я ($ 21) можно было первыя 5 частей 
локалательства выдьлить въ особыя леммы, 

2 
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Требуется доказать: 

(а.Ъ.с.4.д:а=а.Ъ.с.е? 

Въ самомъ двлЪ, произведеше а.6.с.4,е можно пред- 
Ставить такъ: 

а.6.с.4.в=4.(в.6Б.с.6). 

Первую часть этого равенства можно разсматривать, какъ 
д®лимое, а вторую часть, какъ произведене дВлителя (4) на 

частное (а.6.0, 6). Итакъ: 

(а.5.с.4.6):а4=а.6.с.е, 
что и тр. док. 

39. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы раздфлить произведен!е на 
данное число, достаточно раздфлить на это число одного изъ с0- 
множителей. (/7редтолалая, что дъленше выполняется безь остатка). 

Пусть, напр., имВемъ произведеше а.6.с.4.е, причемъ 

извзстно, что $ дзлится нацвло на п; требуется доказать: 

в. с. а. озна. (1) .е.4. 9 

Если частное оть двлешя 6 на ® назовемъ буквой ч, 

такъ что 
Ъ:в=4, то =. 

СлЪдовательно, 

(а.6.с.4а.е):п=(а.4.т.с.а.е):%, 

что на основан! предыдущей леммы =@.49.с.4.6. 

у" ь 
ЗамВняя здЪсь 49 его значешемъ эр получаемъ: 

ово. в. дна. ().с.4.& что и тр. док 

40. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы раздфлить данное число на 

прои: ен!е нЪскольнихь множителей, достаточно раздфлить его 
на перваго множителя, цфлую часть полученнаго частнаго на вто- 
рого множителя, цфлую часть этого частнаго на третьяго и т. д» 
пона не раздфлимъ послфдонательно на всфхь множит . Част- 
ное, полученное отъ послфдняго дЪленя, будеть равно цфлой 
части частнаго отъ непосредственнаго раздфленя даннаго числа на: 
все произведен!е. 

Подраздьлимъ доказательство этой теоремы на два случая 



ПУ УЧНРТ ЗИУРОИРУЕИУТР У 

ар 

данное произведене состоитъ Г) всего изъ двухъ множителей, 
|) изъ произвольнаго числа множителей. 

1. Пусть требуется раздзлить число № на произведене а. № 
Двлимъ М на а, и пусть 

чает. (М: а) =; ост. (М: а) =ту 
тогда 

ОТ ааа (1) 

Дьлимъ 4, на 6, и пусть 

част. (4: : 6) = 45; ост. (4: : 5) =тз; « 
тогда, 

А (2) 

ЗамЪняя въ равенств® (1) значеше 4, величиной, вычислег 
ной изъ (2), получаемъ: 

М№М—а. (6. 9-Е т) =а.Ъ. 9-Ра. т т. 

Обозначая сумму а.т’.--” буквой № переписываемъ по- 
ел днее равенство такъ: 

М=(@а.. в 1#..... и: 

‚ Раземотримъ, каково наибольшее возможное значене числа / 

Для этого въ равенство 

К—а. т”, 

надо подставить вмсто 7. их, ихъ наибольшя возможныя зна 
ченя. Но х., какъ остатокъ отъ дЪленя на 6, всегда меньше 6. 

такъ что наибольшее возможное его значене равно $ — 1; также 
наиб ольшее возможное значене для т, равно а—1, ибо м, <а 

Итакъ, изъ всЪхъ возможныхъ значенй наибольшее есть: 

&=а. (6—1 (а—=а.6—а-фа—1=а.6—1, 

т. е. во всякомъ случа К<а.5. 
Равенство (3) показываеть теперь, что число № можеть быть 

разложено на два слагаемыхъ: (@.65).4„, которое двлится на- 
цфло на произведеше а. 5, давая въ частномъ 4, и другое сла- 

таемое к<а.Ъ. На основанйи $ 34 заключаемъ, что при двлени 

№ на произведеше а. цфлая часть частнаго будетъ равна 4» 
т. е. равна цьлой части частнаго оть послЬдовательнаго дБленя 
М на а и на В, что и тр. док. 

П. Пусть теперь требуется разджлить № на произведен 
произвольнаго числа множителей напр. а.6.с. 4. 

'Разсматривая а.Ъ.с. 4, какъ произведене изъ двухъ мно- 
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жителей: а. (6.с. а) ($ 25), мы можемъ на основан и только что 
доказаннаго дЪлить сперва № наа и полученное частное 4, на 
второго множителя (6.с. а). Но при двлеши 4; на Ъ.с.4 мы 

можемъ Ь.с.а4 разсматривать, какъ произведен!е двухъ множи- 
телей 6. (с.4а) и слВд., сперва дЪлить 4, на В, а полученное 
частное 4» нас. а, а для этого дЪленшя, какъ мы уже знаемъ изъ 

предыдущаго, достаточно раздЪлить 4» на с и полученное частное 
4з на 4. Итакъ, теорема доказана. 

ЗАМЪЧАНИЕ. Въ частныхъ случаяхъ можеть оказаться, что 
ЕЪоколько или даже всЪ послфдовательныя двленя могутъ быть 

выполнены нацЪ®ло. Этотъ случай нисколько не умаляетъ общности 

приведеннаго доказательства: стоить только сдФлаль 21, 7, 7... 
равными нулю. 

Примтуръ. Требуется раздЪлить 5722 на 210. 
Для непосредственно, находимъ, что цвлая часть частнаго 

равна 27. е 
Разсматривая 210, какъ произведеше 2.3.5.1, можемъ 

совершить двлеше такъ: дЪлимъ 5722 сперва на 2; дзлене вы- 
полняется нацфло и частное —=2861; дВлимъ 2861 на 3; цвлая 
часть частнаго оказывается равной 953; дВлимъ 953 на 5 и цвлую 

часть частнаго отъ этого дЪлен!я (190) дВлимъ на 7; получается 
271, т. е. столько же, какъ оть непосредственнаго дълешя 5722 

на 210. 

Можно поступить еще такъ; разсматриваемъ 210, какъ- 

10.21; дВля 5722 на 10, находимъ цёлую часть частнаго 572; 
для 572 на 21, получаемъ опять 27. Можно также разсматривать 
210 какъ 35. вит. д. 

41. ЗАМЪЧАНЕ. Поступая по указанному способу, мы получаемъ путемъ 
послЪдовательныхъ двленй только цълую часть частнало, что и составляет 
замую существенную часть дЪленя. Можно, впрочемъ, вывести правило, даю- 

ее возможность опредълить и окончательный остатокъ отъ дьлевя даннаго 
числа на произведеше: остатокь этоть равень сумм произведений каэкдало 
маъ остатков отъ послпдовательныхь дпленй, на всъгь дълителей, пред- 
шествующияь ему. 

Такъ какъ предложеше это имЪеть только чисто теоретическ!И интерес 
и не имфетъ никакихъ практическихъ примфнен!, то доказательство его пре- 

доставляется любознательности учащихся *). 

*) Оно можеть быть легко получено изъ равенетва (3) предыдущаго па- 
раграфа и аналогичныхъ ему. 



ОТДЬаЪ п. 
Основныя свойства чиселъ. 

ГЛАВА 1. 

А. О дьлимости чиселъ. 

42. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Еслы цьлое число а дълится на друюе цтьяос 
число $ нацьло (т. е. остатокъ отъ этого дЪлен1я равенъ нулю), 
то зоворятъ, что а есть нратное Ь. Число В въ этомъ случа на- 
зывается дфлителемъ числа а. Такимъ образомъ слова: 1) а дЪ- 

лится на 6; 2) а есть кратное 6; 3) есть дзлитель а— выра- 

жають одно и то-же понят!е. 

43. ТЕОРЕМЫ. Если число дълитъ нацфло всЪ слагаемых, то 

оно дЪлитъ и ихъ сумму. 
Если число дълитъ нацфло уменьшаемое и вычитаемое, то оно 

дълить и разность. ы 
Пусть, напр., а длится на с, и 6 дЬлится на с. 

Требуетсл доказать: (а--Ъ) и (а— 5) дълятсл на с? 
Если а нацЪло дзлится на с, то, обозначал частное оть этого 

дВлешя буквою 4., имВемъ: а—с. 49; пусть также 6 —с. 4». 

Тогда сумма и разность чиселъ а и Ь на основан!и 88 14 и 17 
‘могуть быть представлены такъ: 

а-- 6—6. 4-е. ф=С. (9-4); 

а—Ь—с. 4—С.4=6. (4. — 4»). 

Правыя части написанныхъ равенствъ могуть быть разома- 
триваемы, какъ произведешя дЪлителя (с) на частное; отсюда за- 
ключаемъ, что 

(а): = 
(а—5) :6=4 



т.е. въ обоихъ случаяхъ дЪлеве выполняется нац®ло, что и 
тр. док. 

44. ТЕОРЕМЫ. Если число дЪлитъ сумму двухъ слагаемыхъ и 
одно изъ нихъ, то оно дфлитъ и другое слагаемое. 

Если число дфлитъ разность двухъ чиселъ и одно изъ нихъ, то 
оно дълитБ и другое число. 

1. Пусть, напр. дана сумма а--Ь=з, и извВстно, что а 
дЪлится на сиз дЪлится нас. Требуется доказать, что и Ъ дъ- 

лится на с? 
Равенство а--® = можеть быть замВнено другимъ, равно- 

сильнымъ ему ($ 3) равенствомъ: 

8—@=6 

откуда на основан!и предыдущей теоремы ($ 43) заключаемъ, что 
Ъ, какъ разность чиселъ з и а, дълящихся на е, тоже дёлится на с, 
что и тр. док. 

2. Пусть, напр. дана разность двухъ чисель а—6=а4; и 

извЪстНо, что одно изъ этихъ чиселъ а или 6 дЪлится на с, па 
дЬлится нас; требуется доказать, что и другое число дёлится 
на 6? 

Равенство а—6=4 можеть быть переписано ($ 3) такъ: 

а—а- 6. 
Если дано, что, кромЪ 4, двлится на с число В, то иа д8- 

лится на с, какъ сумма двухъ чиселъ, кратныхъ с ($ 43). 
Если же дано, что кромВ 4 дЪлится на с число а, тои В 

дЪлится на с, по только что доказанной части 1-ой настоящей 

теоремы, 

45. ТЕОРЕМЫ. Если изъ двухъ слагаемыхь одно дфлится на 
накое нибудь число, а другое на него не длится, то и сумма на это 
число не длится. 

Если изъ двухъ чиселъ одно длится на какое нибудь число, а 
другое на него не длится, то и разность ихъ на это число не 
дълится. 

Примзнимъ способъ доказательства отъ противнело. 

1. Пусть дана сумма а-- =, и извФстно, что а дёлится 
‘па с, Ъ не длится на с; требуется доказать, что з не д®лится на с? 

Въ самомъ дЪлЪ, допустивъ, что з дВлится на с, получимъ: 
сумма двухъ чиселъ длится на с, одно изъ чиселъ (а) длится 
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на с, слВд. (8 44) и другое слагаемое Ь должно длиться на с 
что противорёчить услов!ю. 

2. Пусть дана разность а—6 —=4, и извЪстно, что а дВлится 

на с, 6 не дЪлится на с; требуется доказать. что 4 не двлится на с? 
Въ самомъ дЪлЪ, допустивъ, что 4 длится на с, получим: 

разность двухъ чиселъь длится на с, одно изъ этихъ чиселъ 
тоже двлится на с, слЪд. и другое число 6 должно бы дЪлиться на 
с (8 44), что противорзчить условию. 

46. ТЕОРЕМА. Всяное число, дълящее другое, дфлить м всЪ 
числа, нратныя этого послфдняго. 

Пусть а дзлится на 6, и ® длится на с. Требуется доказать, 

что а дзлится на с? 

Если а дЪлится на 5, то можно положить 

а=ь.а=ьфьтьь... 

4 разъ 

Такъ какъ а состоитъ изъ 4 слагаемыхъ, по услов!ю дЪля- 

щихся на с, то на основан{и теоремы $ 43 заключаемъ, что а д%- 
лится на с, что и тр, док. х 

47. ТЕОРЕМА. Если два числа дЪлятся нацфло на одного и 
того-же дфлителя, то и остатонъ отъ раздфленя большаго изъ 
данныхъ чиселъь на меньшее тоже нацфло дЪфлится на этого дЪ- 
лителя. > 

Пусть а дЪлится на с, и 6 дЪлится на с, 
Требуется доказать, ЧТО ост. (а:Ъ) дЪлится на 6? 

Предположимъ, что оть дЪлен!я а на $ получается частное 
и остатокъ т, такъ что 

а=ь.4-г. 

Какъ видно изъ написаннаго равенства, число а, двлящееся 

на с по услов!ю, представляетъ сумму двухъ чиселъ: (5.4), кото- 
рое дЪлится на с на основан!и теоремы $ 46, и числа я. 

Заключаемъ, что и г по теоремЪ $ 44 тоже дЪлится на с, что 
и тр. док. $ 

48. ТЕОРЕМА. Если остатки, получающеся отъ дЪленя двухъ 
данныхъ чиселъ на одного и того-ме дЪлителя, равны между собой, 
то разность этихъ чиселъ дфлится нацфло на этого дЪфлителя. 

Дано: оет. (а : с) = ост. (6 : с). 
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Требуется доказать: (а —Ъ) дълится на с? 
Пусть при дЪлен!и а на сполучается частное 4. и остатокъ т, 

такъ что 
ао. 1, 

пусть двлен!е $ на с даеть частное 4» и тотъ же остатокъ #”, 

такъ что 
с. ф-Е г. 

Разность чиселъ а и В представится такъ: 
а—б— с. 4 — (©. т) =е. 9 г—6.%— 

=6.4 —с.4ь 
или на основани $ 17: 

а—6—с. (4% —4), 

откуда ясно, что разность (а—6) длится нацвло на с, что и 

тр. док. 

49. ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА. Если разность двухъ чиселъ д%- 
лится на наного-нибудь дЪлителя, то остатки, происходяще отъ 

раздфленя наждаго изъ нихъь на того-же дфлителя, равны между 

собой *). 

Дано: (а —5) дълится на с: 
Требуется доказать: ост. (4: с) == ост. (Ъ : в)? 

Пусть частное оть двленя разноети (а —6) на с равно 4; 

тогда 
а—6—с.4, 

что равносильно ($ 3) равенству: 

Е Оо) 

Если остатокъ отъ раздвленя Ъ на с есть », & частное отъ 

этого дВленшя = чи, то 
фе. ша". 

Подставляя это значеше вм®сто 5 въ равенство (1), полу- 

чаемъ: 

а=еа-- (+ =а-е-т=е. а)". 

Отсюда мы видимъ, что число а можетъ быть представлено въ 

вид суммы двухъ слагаемыхъ, изъ коихъ первое с. (4-|- 41) ДВлиТСя 

*) Теорема эта справедлива и тогда, когда каждое изъ данныхъ чисел 

дЪлится на этого дЪлителя нацъло, такъ какъ каждый изъ остатковъ въ этомтъ 

случаВ равенъ вулю. 
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на с, а второе (х) меньше *) с. СлЪд., на основани 8 34 заключаемъ, 
что при дВлени а на с получимъ остатокъ », т. е. тотъ же, какъ 
и при дБлеши 6 на с, что и тр. док. 

50. ОПРЕДЪЛЕНИЕ. Два числа, дающёя при дълени на одинь и 
тоть же дълитель равные остатки, называются равноостаточными 

относительно этою дълителя. 

Сопоставляя теорему, изложенную въ 8 48, съ обратной ей 
теоремой $ 49, можемъ заключить, что прямая теорема даетъ усло- 
ве необходимое для равноостаточности двухъ чиселъ, обратная— 
даеть услове достаточное, и что обЪ эти теоремы легко соединить 

въ одну, которую можно формулировать такъ: 
Для того, чтобы два числа были равноостаточны относительно 

одного и того-же дЪлителя, необходимо и достаточно, чтобы раз- 
ность ихъ дфлилась на этого длителя. 

Б. Признаки дфлимости чиселъ. 

51. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Признакомъ дЪлимости иа даннаго дЪли-, 
теля называется услов{е, необходимое и достаточное для того, чтобы 
какое-нибудь число раздфлилось нацфло на этого дЪфлителя. 

Общий способъ, при помощи котораго мы будемъ находить 

признаки дЪлимости чиселъ, заключается въ слЗдующемъ: 
Разбиваемъ число № на два слагаемыхъ, напр. а-|- 6, такъ, 

чтобы одно изъ нихъ (напр. а) было завздомо кратнымъ назна- 
ченнаго дВлителя. 

ПослЪ этого, вспоминая теоремы (85 43 и 45): 
|. Если каждое изъ слагаемыхъ дфлится на какого-нибудь дЪ- 

лителя, тои сумма тоже дълится на этого дЪлителя. 
2. Если изъ двухъ слагаемыхъ одно дфлится, а другое не дъ- 

лится на какого-нибудь дЪлителя, то и сумма не дълится на этого 
дълителя,—заключаемъ: 

1. Если второе слалаемое (5) на даннало дълителя це дълится, то 

м число № на этою дълителя че дъълится. 
Ол®довательно, двлимость второго слагаемаго есть услове, 

необходимое для дЪлимости числа №. 
2. Если второе слалаемое (5) ча даннало дълителя дълится, то 

% число М тоже на нею дълится, 

*) Такъ какъ предетавляетъ остатокъ оть длешя В на 6. 



Сл®довательно, дзлимость второго слагаемаго есть услове, 
достаточное для дВлимости числа №. 

Поэтому можно сказать: 

Если данное число № возможно представить въ видЪ суммы 

двухъ слагаемыхъ такимъ образомъ, что одно изъ нихъ дЪлится на 
дфлителя 4, то услове, необходимое и достаточное для того, чтобы 

число № раздфлилось на даннаго дЪфлителя 4, состоитъ въ дЪли- 

мости на него-же второго слагаемаго. 

Для пояснешя этой теор!и на‘примрахъ, выведемъ признаки 
дЪлимости на 2, 4, 8, 5, 25, Зи 9. 

52. Признаки дфлимости на 2 и на 5. 
ТЕОРЕМА. Всякое число равно числу, нратному 2 или 5, уве- 

личенному на цыфру единицъ этого числа. 

Въ самомъ дЪлЪ, всякое число М можеть быть предета- 

влено въ видз суммы 
№М= 10.а-РЬ, 

гдВ а есть число деслтков», 6—цыфра единимъ. 
Первое изъ слагаемыхъ (10.4) на основаНи 8 46 дВлится 

и на2и на 5, такъ какъ 10 есть кратное 2 и 5. 
Поэтому, если ® длится на 2 (или на 5), то и № дЪлится 

на 2 (или на 5); если же $ не дзлится, то и № не дзлится. 

Слфдовательно: 
Для того, чтобы число дфлилось на 2, необходимо и доста- 

точно, чтобы цыфра единицъ этого числа была четная. 

Для того, чтобы число дфлилось на Б, необходимо и доста- 

точно, чтобы цыфра единицъ была или 0, или 5. 

53. Признаки дЪлимости на 4 и на 25. 

ТЕОРЕМА. Всякое число равно числу, нратному 4 или 25, уве- 
личенному на число, изображаемое двумя послфдними цыфрами 
даннаго числа. 

Въ самомъ дЪлЪ, всякое число № можетъ быть предета- 

влено въ видВ суммы 
№= 100. а, 

ГДЖ а есть число сотенъ, 5—число, изображаемое двумя послд- 
ними цыфрами даннаго числа. 

(Напр. 32715 = 100.327 -| 15). 
Первое изъ слагаемыхъ (100.а) на основаши $ 46 дзлится 
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и на 4, и на 25, такъ какъ 100 есть число, кратное этихъ обоихъ 
дълителей. 

Слзд., если $ дЬлится на 4 (или 25), тои М дЪлится на 
4 (или 25); если же 6 не длится на 4 (или 25) то и М не 
дълится. 

Отсюда слЪдуеть: 
Для того, чтобы число дЪлилось на 4, необходимо и достаточно, 

чтобы число, образованное двумя послЪдними его цыфрами, дфли- 
лось на 4. ‘ 

Для того, чтобы число дфлилось на 25, необходимо и доста- 
точно, чтобы послъдн!я двЪ цыфры этого числа были: или два нуля, 
или 25, или 50, или 75. 

54. Признакъ дЪлимости на 8. 
ТЕОРЕМА. Всяное число равно числу, кратному 8, увеличен- 

ному на число, изображаемое тремя послфдними цыфрами даннаго 
числа. 

Доказательство аналогично съ предыдущими (88 52 и 53), такъ 
какъ всякое число № можно представить въ видВ суммы 

№М= 1000. а--Ь, 

ГДВ 6 есть число, изображаемое тремя послВдними цыфрами 
даннаго числа, 

Итакъ, для того, чтобы число дълилось на 8, необходимо и 

достаточно, чтобы число, образованное тремя послфдними цыфрами 
даннаго числа, длилось на 8. 

55. Признанъ дълимости на 9. 

Для нахождешя признака дЪлимости на 9 докажемъ пред- 
варительно нЪеколько вопомогалельныхъ теоремъ (леммъ). 

ЛЕММА |. Вслкое число, изображаемое единицей съ однимь или 
мтеколькими нулями, выражжюаеть число, кратное девяти, увеличенное 
на единицу. 

Въ самомъ дЪлЪь: 

10=9-1; 100=9. 11-1; 1000=9. 11-1; 

10000=9 . 1111-11, 
» нулей п единицъ 
рее: 

и вообще 1000... .0=9.111... 1 

ЛЕММА 11. Всяжое число, изобраокаемов какой-нибудь эначущей 
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цыцброй вв сопровоэкденёи одною или нтеколькить нулей, выраосаеть 
число, кратное девяти, увеличенное на эначеше этой цыфры. 

Въ самомъ дВлЪ, возьмемъ, напр., число 50000. 

Изъ леммы Т мы знаемъ, что 

10000 = кратн. 9-|-1, 

откуда: 50000 = (кратн. 9 -|- 1). 5 = кратн. 9-|-5, что и тр. док. 

ЛЕММА 111. Вслкое число, изображаемое какими уюдно цыфрами, 
равно числу, кратному девяти, увеличенному на значеше цыфръ этою 

числа. 

Въ самомъ дЪль, возьмемъ произвольное число, напр. 56732. 
Число это можно разсматривать, какъ состоящее изъ слагаемыхъ; 
50000 -- 6000 700-30 -| 2. 

На основаши предыдущей леммы имЗемъ: 

50000 = кратн.9-- 5 
6000 — кратн. 9 -- 6 
700 = кратн. 9-7 
30 — кратн. 9 -- 8 
== 

Складывая эти равенства, и замвчая, что. сумма чиселъ, 

кратныхъ девяти, есть тоже число кратное девяти (843), имфемъ: 

56732 — р. 9-Е (5-6 --7--3--2), что и.тр. док. 

На основаши послвдней леммы заключаемъ, что всякое 
число М можеть быть представлено въ видВ суммы: 

М№М= кратн. 9-5, 

ГВ 5 есть сумма цыфръ числа №. Слёд., вспоминая изложенное 
вЪ 8 51, можемъ заключить: 

Для того, чтобы число длилось на 9, необходимо и доста- 

точно, чтобы сумма его цыфръ дфлилась на 9. 

56. Признакъ дълимости на 3 выводится на основани сл®- 
дующихъ соображен!: такъ какъ всякое число, кратное 9, есть 

въ 10-же время и кратное 3, и такъ какъ по предыдущему 
всякое число можеть быть представлено въ видВ суммы: 

№М— кралн. 9-|- $ = кратн. 3-- 5, 

гдЪ А—сумма цыфръ разсматриваемаго числа, то для того, чтобы 
число дълилось на 3, необходимо и достаточно, чтобы сумма его 
цыфръ дфлилась на 3, 
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57. Общ признакъ дЪлимости на произвольнаго дЪлителя. 

Всф выведенные признаки дфлимости можно разсматривать, какъ част. 
ные саучан слёдующаго общелю признака дплимости на произвольнаго дли 

теля. 
Возьмомъ какое нибудь числоМ№, изображаемое сл®дующими п цыфрами. 

а, а, а, -. би. 

Чиело это можетъ быть предетавлено такимъ образомъ: 

№=а: {аз 10-4 а, 10 -Р а, .10--.. а». 10, 

Для нахождешя признака дЪлимости на какого нибудь дфлителя @, по- 
ступаемъ такъ: дЪлимъ на этого дълителя различныя степени десяти, т, е 

зисла: 
10, 102, 12..... -10—. 

Пусть остатки отъ этихъ дьлен! будутъ соотвЪтственно: 

ть 5 $ . . ть 

такъ что можно написать рядъ равенствъ: 

а =@ 
10 =храт‚а- г, 

10? —= крат. а-- "› 

103 = крат, а-- "у 

откуда 

@; . 10? — крат. а--а; -", 

в, . 10 —крат. аа, - т; 

Складывая всЪ эти равенства, находимъ: 

М№М= крат. 4+ (а: + а м аз зв. вт 1) 

Итакъ, намъ удалось представить число № въ видЪ суммы двухъ сла- 
гаемыхъ, изъ коихъ первое двлится на 4; слЪд. на основан! $ 51 заключаемъ, 
что если второе слагаемое раздфлится на 4, тон М раздълится на @, если же 
второе слагаемое на 4 не дълится, то и № не дёлится. Такимъ образомъ: 

Для того, чтобы какое либо число дфлилось на произвольнаго дЪълителя 4, 
‘необходимо и достаточно, чтобы произведен! цыфръ этого числа на остатки, 
получаемые отъ дъленя на 4 соотвътствующихь степеней десяти, дълилась на Ч. 
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ГЛАВА П. 

Теор!я общаго наибольшаго дфлителя. 

58. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Общимъ дЪфлителемъ двухъ или нфснколь- 
кихъ данныхь чиселъ называется число, дфлящее нацфло всЪ дан- 
ныя числа. 

Самый большой по величин изъ общихъ дЪлителей называется 
общимъ наибольшимъ дфлителемъ заданныхъ чиселъ. 

Напр., зная, что числа 30 и 18 имютъ общихъ длителей: 

1, 2, 3, 6, можемъ сказать, что общий наибольшй дЪзлитель чи- 

селъ 30 и 18 равенъ 6. 

Для сокращен!я письма условимся обозначать общёЙ наи- 
больший дфлитель двухъ данныхъ чиселъ а и $ символомъ: 

о.н.9. (а, 5). 

Теорйя нахожден!я общаго наибольшаго дфлителя двухъ 

данныхъ чиселъ при помощи такъ называемаго яосльдовательнаю 
дълешя основана на нижеслвдующихъ двухъ теоремахъ. 

59. ТЕОРЕМА 1. Если большее изъ двухъ данныхъ чиселъ д%- 

лится на меньшее, то это меньшее и есть ихъ общй наибольшй 
дълитель. 

Дано: а дВлится на Ъ. | 
Треб. док.: о. н.д. (а, 5)=5? 
Въ самомъ дьлЪ, общуй наибольцИй дЪлитель двухъ дан- 

ныхъ чиселъ не можеть превышать меньшаго изъ нихъ, потому 
что онъ долженъ его дВлить. 

СлЪд., если меньшее изъ данныхъ чиселъ (5) дВлитъ 
большее (а), то, дВлясь еще и на самого себя, оно и будетъ об- 
щимъ наибольшимъ дЪлителемъ данныхъ чиселъ а и В, что и 

тр. док. 

60. ТЕОРЕМА И. Если большее изъ двулъ данныхъ чиселъ не 
дфлится на меньшее, то ихъ общ наибольший дЪфлитель равенъ об- 

щему наибольшему дфлителю меньшаго изъ нихъ и остатка отъ раз- 
дъленя большаго на меньшее. 

Дано: ост. (а:6) =". 

Треб. док. о. м.д. (а, В) =о.м.0. (6, #2 
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Если обозначимь буквой 4 частное отъ дълешя а на В, то 

а=5.4-|- г. 

Изъ этого равенства видно: 

1) Всякое число, двлящее а и В, раздълить их ($ 44). 

2) Всякое число, дВлящее В и т, раздЪлить и а ($ 43), 
Сл$довательно: 
1) Любой двлитель пары чиселъ (а, 6) есть въ то-же время 

и дьлитель пары чиселъ ($, у). 
2) Наоборотъ, любой дЪлитель пары чиселъ (5, г) есть въ 

то-же время и двлитель пары чиселъ (а, 6). 
Итакъ, всь обийе дзлители двухъ паръ чиселъ (а, 5) и (5, г) 

одинаковы, а потому и наибольиие дълители объихъ паръ одина- 

ковы, что и тр. док. 

61. ЗАДАЧА: Требуется найти общело наибольшаю дълителя 

двуль даннызь чисель а ш Ъ. 

Двлимъ большее число (напр. а) на меньшее. Если а раз- 
длится на Ь нацфло, то 6 по 8 59 будеть общимъ наибольшимъ 

дьлителемъ данныхъ чиселъ. Если же а на 6 не длится, и оста 

токъ оть этого дЬлен!я будетъ ть, то по 8 60: 

о.н.д. (а, В) =о.н.д (6, 1), [68 

т. е. вопросъ сведется къ нахожденшю общаго наибольшаго д%- 

лителя пары чиселъ Ъ и э,, меньшихъ чЪмъ данныя. ДФлимъ 6 

на ”,. Если двлеше это совершится нацфло, то по 8 59 ”‚ будеть 
общимъ наибольшимъ дфлителемъ чиселъ ($, #), & слВд. на осно- 
вани равенства (Г) и чиселъ (а, 6). 

Если же 6 на”; не дзлится, и остатокъ оть этого двлен1я 
будетъ т», то по 8 60: 

о.н.д. (Ъ, г!) =о.н. д. (91, #2). (п) 

ДалЪе, если г, ДЛИТСЯ на т, то 7, и будеть общ, наиб, 

дзлителемъ пары чиселъ #; и т, & слЗд. на основан и равенствъ 
(П) и (1) и пары чиселъ (а, 5); если же остатокъ оть дьлешя т: 
на т, равенъ 7, то 

(пб о.н.д, (т, т.) =0.н.0. (7, в) ит. д. 

Продолжая поступать такимъ же образомъ, мы образуемъ, 
рядъ чиселъ: 

@, БВ, та, Тор Та, Тре с с Ты К Ты (<) 

обладающих слёдующими свойствами: 



10. Общий наибольшй дълитель произвольныхъ двухъ чле- 
новъ этого ряда равенъ общему наибольшему дьлителю любой 
другой пары, въ томъ числ и пары чиселъ (а, 5). 

20, Вез числа этого ряда суть цфлыя убывающя числа, такъ 
какъ каждое изъ нихъ, начиная съ третьяго, представляеть 
остатокъ оть дьлен!я, въ которомъ двлитель есть предыдущее 
число. 

30. Такъ какъ остатки т, 7», ”. .. . представляють рядъ 
уменьшающихея цьлыхъь чиселъ, то мы непремъино дойдемь до 

остатка, равнаю нулю, иначе оказалось бы, что дЪйстше можно 
продолжать безпредьльно, & оно непремВнно должно окончиться *). 

Пусть, напр., въ ряду (а) остатокъ, равный нулю, будетъ 
7»|1. Это показывает, что обийй наибольший дЪлитель пары чи- 

селъ (7, т„) равенъ т, ($ 59), & слВд. на основани свойства 

10, тотъ же обийй наибольшй дзлитель будетъ и для чиселъ а и 6. 

Итакъ, можно установить правило: 
Для нахожденая общало наибольшиио `дълителя двухь чисель, дъ- 

‚лять большее число на меньшее, меньшее на тервый остатокъ, первый 

остатокъ на второй остатокъ, второй на трет и т. д., д0 ттт 

поръ, пока одно изъ такихь посльъдовательныхть дъленй не выполнится 

нацьло. ДЪлитель этого послфдняго дфленя и есть искомый общ 

иаибольшй дЪлитель. $ 

62. ТЕОРЕМА. Всяное число, длящее нацфло данныя числа, 
дълитъ нацфло и ихъ общаго наибольшаго дЪлителя. 

Дано: а дъл. на с; В дл. на с. 
Треб. док.: о. н.д. (а, Ъ) дтл. на с? 
Въ самомъ дЬлЪ, пусть, напр., въ ряду послдовательныхъ 

ОСТаТковЪ 7, —0 **); тогда общимъ наибольшимъ двлителемъ чи- 
сель а и 6 будетъ хз. 

Можно написать рядъ равенствъ; 

а =. 

=. -№ и: т АЕ лы 
71 = 7. з 

7 == . 94. 

*) Въ самомъ дЪлЪ, продолжая послЪдовательныя дфленя достаточное 

долго, мы 05 самомз невызодномъ случаъ получимъ одинъ изъ остатковъ, рав- 
нымъ единиц, которая дёлитъ всё цфлыя числа. 

**) Или, въ общемъ вид, * —0. Беря для сокращен!я письма 7; вето 
4вп мы нисколько не уменьшаемъ общности доказательства, 

| 
. 
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Изъ этихъ равенствъ заключаемъ: 
Изъ перваго, что всякое число с, двлящее а и В, дВлить и 

т ($ 44); 
Изъ второго, что с, дВля`Ь и я;, раздЪлить и т, (8 44); 

Изъ третьяго, что с, для т, и т» раздЬлить и ть, что и 

тр. док. 

63. ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА. Всякое число, дфлящее нацфло общаго 
наибольшаго дЪлителя двухъ чиселъ, дЪлитъ нацфло и эти числа. 

Дано: о. н.д (а, 5) двлится на с. 
Треб. док.: а дъл. на с И Ъ дъл. на с? 

Разсматривая равенства (А) предыдущаго параграфа, начи- 
ная съ послфдняго, заключаемъ: 

Изъ посл®дняго, что с, ДВлЯ т;, ДВЛИТЪ и т; (8 46); 
Изъ предпослЪдняго, что с, дВлЯ я; и ”,, ДЪлитЬ из! ($ 48); 
Изъ второго, что с, Для т, их, ДВлЛИТЬ и 6 ($ 43); 

Изъ перваго, что с, для я; и В, дЬлитъ иа ($ 43), что и 

тр. док. 

64. ТЕОРЕМА. При умножени данныхь чисель на какое-либо 
число ихъ общй наибольшй дЪфлитель умножается на то-же число. 

Треб. док.: о.н.д. (ас, 96) =[о.н.д. (а, Ь)] . с? 

Въ самомъ двлЪ, намъ извЪфетно (8 386), что оть умножешя 

дЪлимаго и дБлителя на одно и то-же число, остатокъ отъ ихъ 
раздълен!я умножается на то-же самое число. 

СлЪд., если остатокъ отъ двлешя а на Ь равенъ хз, то оста- 

токъ оть дЪлен!я ас на $е равенъ т;с; также остатокъ отъ дьле- 

ня с на тс равенъ т.е, и вообще, если нахождене общ, наиб. 
дфлителя пары чиселъ а и 6 привело къ ряду чиселъ: 

С ее СЯ АВР [6] 

то нахождеше общ. наиб. двлителя пары чиселъ ас и 6 приве- 
деть къ ряду чиселъ: 

ас, В6, 91б, 926, таб, - . - Ты, Тьс, 0, (п) 

Изъ ряда (1) ясно, что 

о.н. д. (а, 6) =; 

изъ ряда же П видно: 

о.н, 0, (ас, 65) ==. в, Что и тр. док. 



586 = 

65. ТЕОРЕМА. При дфленм данныхъ чисель на наное-нибудь 
число, ихъ общий наибольшй дфлитель раздфлится на то-же число. 

Треб. док. 0..0. (а, ) =[о.н.д. (ав; 56]: с? 
ИзвЪстно (8 37), что отъ раздфленя дЪлимаго и дзлителя 

на одно и то-же число, остатокъ оть ихъ двлешя раздвлится на 

то-же самое число, СлЪд., если нахожден!е общ. наиб. дВлителя чи- 

селъ ас и ве привело къ ряду чиселъ (1) *), показывающему, что 

о.н. 9. (ас, вс) = т. в, 

то нахождене общ. наиб. двлителя чисель а и В непремвнно 

приведетъ къ ряду (1) *), изъ котораго видно, что 

о.н.д. (а, 5) = ть, т.е.=[0.м.д. (ас, 86)] : 6, 

что и тр. док. 

66. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Если общёй наибольшёй дълитель двухь чи 

сель равень единиць, то такя числа называются взаимно-простыми. 

„Если дано чтсколько чивель таких, что обийй наибольиай дъли- 

тель каждой пары чиселъ, хомбинируемыть въ какомъ уюдно порядкъ, 
равень единиць, то таня числа называются попарно взаимно-про- 

стыми. 

Таковы, напр., числа: 16, 21, 55, 169. 

67. ТЕОРЕМА. При раздълен!и данныхъ чиселъ на ихъ общаго 
наибольшаго дЪлителя, въ частномъ получаются числа взаимно- 
простыя. 

Дано: о. н.д. (а, 5) =а. 

а \ ь 
Треб. док.: число (5) вз.-прост. съ (= 

Въ самомъ дЪлЪ, изъ теоремы $ 65 слёдуеть, что если 
данныя числа раздЪлить на ихъ общаго наибольшаго дЪли- 

теля 4, то обийй наибольший дЪлитель ихъ раздЪлится на самого 

себя, и слзд. обратится въ единицу, т. е. получатся числа 

взаимно-простыя, что и тр. док. 

68. ТЕОРЕМА. Если число, дЪля произведен!е двухъ множителей, 

есть число взаимно-простое съ однимъ изъ нихъ, то оно непремфнно 
дълить нацфло другого множителя. 

Дано: @ в3.-пр. СЪ 6; а. с дълитея ча Ъ. 

*) См. предыдущй параграф, 



В: = 

Лреб. док.: с дълится на Ъ2 

Такъ какъ число а простое съ В, то на основани опред®ле- 
ня ($8 66) имЪемъ: 

он. д. (а, 6) =1; 

слЪд. на основанйи 8 64: 

у.м, 0, (ас, 5) = 

Число (а. с) дВлится на ® по условию; (Ь. с) тоже дЪлится на 6, 
такъ какъ содержитъ 6 множителемъ; слЪдовательно, по теорем 
8 62, общий наибольший дзлитель чисель а. сиЪ.с, т, е. с, д%- 
лится на 6, что и тр. док. 

69. ТЕОРЕМА. Число, дълящесся порознь на нфсхольно попарно 
взаимно-простыхъ чиселъ, дЪлится и на ихъ произведен. 

Дано: числа а, В, с,..... т попарно вз.-прост.; 

М дзвл. на а; № дл. наб ;..... М дьл, на т. 

Треб. док.: № дъл. ча произведеще а. Ъ.с. .. .тР 

Такъ какъ № длится по услов!ю на а, то можно положить: 

№—=а. 4. (т) 

Число а.4, будучи равно № по условю должно двлиться 
на 0; но а— взаимно-простое съ 6; слёд., по предыдущей теорем 

(8 68) 4 должно дВлиться на 6, такъ что можно положить 

4=6. 4. 

Подставляя это значеше 4 въ равенство (1), получимъ: 

№И=а.6. 4, (п) 

откуда видимъ, что № дБлится на произведеше (а. 5). 

ДалЪе разсуждаемъ точно такъ-же: произведеше аб, рав- 
ное №, по условшо должно дзлиться на с, Разсматривая а. 0. 4, 
какъ произведеше двухъ множителей а. (64:), видимъ, что а— 
вв.-простое съ с, & потому по теоремЪ 8 68 второй множитель, 
т. е. 54, долженъ длиться на с; но $—вз.-простое съ с, слВд. 4: 

должно дфлиться на с, а потому можно положить 

Че. 4> 

Подставляя это значен!е 4, въ равенство (П), находимъ: 

№М=а.6.с. 4, 

откуда видно, что № дВлится на нь трехъ множителей 

а... с 



Продолжая подобное-же разсуждеше, докажемъ, что № дв- 
лится и на все произведене а. Ь.с.4....т. 

70. ЗАМЪЧАНИЕ. Посл дняя теорема позволяетъ значительно 
расширить число извъстныхь намь признаковь дтълимости. 

Такъ, напр, зная признаки дФлимости на 2 и на 3, и при- 
нимая во вниман!е, что 2 и 3 суть числа взаимно-простыя, мо- 

жемъ сказать, что число, дВлящегся порознь на 2 и 3, раздВ- 
лится и на ихъ произведеше, т. е. на 6. 

Итакъ, для тото, чтобы число дълилось на 6, необжодимо и доста- 

точно, чтобы оно дълилось на 2 и на 3. 

Также, напр., для того, чтобы число джлилось на 18, необхо- 
димо и достаточно, чтобы оно длилось на 2 и на 9 *). 

Подобнымъ-же образомъ можно вывести признаки дЪлимости ь. 

на 10, 15, 36, 45, 50, 100 и н%®котор. друг. 

71. Нахождене общаго намбольшаго дълителя нЪсколькихъ чиселъ. Поло- 
жимъ, требуется найти общйй наибольший дЪлитель чиселъ а, 6, с, 4. 

Всявь общий двлитель этихъ чиселъ, дзля въ частности а и В, 
дьлить и ихь общаго наибольшаго дБлителя (8 62) К; слВд., онъ является 
общимъ двлителемъ чиселъ: 

Е, в, а. 

Наоборотъ, всяк общий дфлитель чиселъ №, с, 4 раздЪлитъ также 
числа а и $, (такъ какъ они суть кратныя числа К), т. е. будеть общим 

дълителемь встаь данныхь чисель. 

Такимъ образомъ, каждый изъ дьлителей чисель а, В, с, 4. есть 
въ то-же время двллтель чиселъ К, с, 4 и иаобороть, а потому 

о.н.0д. (а, В, в, ад =о.н.9. (, с, 4). 

Повторяя то-же разсуждеше, придемъ къ заключено, что если 
обозначить общИй наиболышй дЪлитель чиселъ № и с буквой т, то 

о.н. д. (К, с, ад =о.н.д. (т. а), 

а сльд. и о.н.9. (а, 6, с, ад=о.н.д. (т, а). 

Отсюда можно вывести правило: 
Чтобы найти обийй наибольшёй дълитель нъеколькить чисель, ищемь 

общей намбольиий дълитель двухь первыль чшеель; потомь ищемь общёй наи- 

большёй дълитель для полученнало числа и третьязю из» дамныхь чисель, по- 
томь обийй наибольшёй дплитель для вновь получениао и четвертало 
числа и т. д., д0 тзъьхь поръ, пока не дойдемь до послъдняю числа. Посльдшй 

®) Но разумфется нельзя сказать такъ: чтобы число дзлилось на 18 не- 

обходимо и достаточно, чтобы оно дълилось на 3 и на 6, такъ какъ Зи 6 ме 
вить числа, взаимно-простыя. 
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из» вычисленныхь такимь образомь общить намбольшиить дълителей и будеть 

искомымь *). 
Посредствомъ разсужден!, подобныхь вышеприведеннымъ, докз- 

зываются для общаго наибольшаго двлителя нЪеколькихъь чиселъ свой- 

ства, аналогичныя выведеннымъ въ $$ 62, 63, 64, 65, 67 свойствамъ общаго 

наибольшаго дълителя двухъ чиселъ. 

Если общ наиб. дълитель нисколькихь чисель равень единиць, то та- 
ил числа называются взанмно-простыми въ ихъ совокупности, что не слЪ- 

дуеть смьшивать съ понаемъ о числахъ попарно взаимно-простыхь ($ 66). 
Напр. числа 18, 21, 35—ва.-простыя въ ихъ совокупности, но не 

попарно. 

ГЛАВА Ш. 

Теоря общаго наименьшаго кратнаго. 

72. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Число, дълящееся нацфло на нЪъснольно 

данныхь чиселъ, называется общимъ кратнымъ этихъ чиселъ. 

Наименьшее изъ чиселъ, удовлетворяющихь этому услов!ю, 
называется общимъ нанменьшимъ кратнымъ данныхъ чиселъ. 

Для сокращешя письма условимся обозначать символомъ: 

06. кр. (а, 5) 

всякое общее кратное данныхъ чиселъ а и В, и символомъ: 

н. кр. (а, 6) 
общее нашменьшее кратное тьхъ-же чиселъ. 

73. ТЕОРЕМА. Общее наименьшее кратное двухь данныхъ чи- 
селъ равно частному отъ раздъленя произведен этихь чисель на 
ихъ общаго наибольшаго дълит 

Дано: о. н.д. (а, 5) = а. 

реб, док.: м. вр. (а, 6) = (=), 

Пусть частныя отъ раздёлешя данныхъ чисель аи на 
ихъ общаго наибольшаго дфлителя 4 соотвфтственно равны 4. и 
4», такъ что 

а—=4.4.; 5-24 . 4ь. 

*) Можно еще сказать такъ: общёЁ наибольшИй дтлитель в чисель ра- 
вень общ. намб. дтъыямтелю о чаю пе Ноннино, бам О) 
изъ этихь чисель м п—азо числа. 
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Всякое общее кратное чиселъь а и Ъ, дФлясь на а, должно 
непремвнно заключаться въ ряду чиселъ, кратныхъ а, т. е. въ 
ряду: 

1.42.4;8.4;4.45.4.....т.4.... 

Разсмотримъ, какъ должно быть выбрано т, чтобы произ- 
ведене т. а дВлилось нацвло также и на 6. 

Для т .а, или, что одно и то-же, т.4. 4. на 6, или на 

Я. 4», получаемъ на основан и 88 40 и 38: 

(т. 4.4): (@.4%)=(т. 4): 4 

Но такъ какъ числа 4. и 4 суть числа вавимно-простыя 
(8 67), то дьленше произведейя т. 4» на 4» можеть быть вы- 
полнено нацзло только въ томъ случав, если т длится на 
Чь, (8 68), т. е., если т имЖетъ видъ: 

т=ф. 

гдз #— произвольное цвлое число. 

Итакъ, для того, чтобы число вида т.а, т.е. кратное а, 

двлилось въ то-же время и на В, необходимо и достаточно, 
чтобы т было кратнымъ 4ь. 

Такимъ образомъ, всякое общее кратчное чисель а и Ъ имтеть видъ: 

т.а=Ё.4.а, или 

Ё. 4. 4 . 4, (1) 

ГДВ — произвольное цьлое число. Наименьшее значеше произведе- 
не (К. 4.4. . 4) иметь при Ё = 1, что даетъ величину наименьшеио 
общаго кратнаго чиселъ а и ® въ вид: 

н. кр. (а, 5) =. 4..4. (2) 

Но 41.4 =4; % = (3 и слЪд. выражеше (2) можеть быть пере- 

писано такъ; 

н. кр. (а, 5= (*;*), что и тр. док. 

74. На практик®, для получен!я наименьшаго кратнаго 
двухъ чиселъ, сначала находятъ ихъ общаго наибольшаго дДВли- 

теля и затВмъ, раздфливъ на него одно изъ данныхъ чиселъ, 
умножаютъ на полученное частное другое число. 

= 



; 

а 

Пусть, напр., даны два числа 420 и 792, общий наибольший 
ДВлитель которыхъ равенъ 12. 

Наименьшее кратное этихъ чиселъ равно: 

420 Ее 420. 68 =27720, (ча) = . 68 = Я 

75. Не трудно убЪдиться въ справедливости слдующихъ 
теоремъ: 

Общее наименьшее нратное двухъ взаимно-простыхъ чиселъ 
равно ихъ произведению *). 

Если изъ двухъ данныхъ чиселъ одно дфлится на другое, то 
ихъ наименьшее нратное равно большему изъ нихъ **). 

76. ТЕОРЕМА. Всякое нратное данныхъ чиселъ есть нратное 
ихъ наименьшаго кратнаго. 

Пусть 2 ‘есть общее кратное данныхъ чиселъ а, В, с, 4 
и "— наименьшее кратное тЪхъ же чиселъ. Допустимъ, что М 

не двлится нацзло на т, и что остатокъ отъ этого двленшя ра- 
венъ х. Тогда 

М=т.4-*". 

Изъ этого равенства слФдуетъ, что каждое изъ чиселъ 
и, , с, а, дЪля по условно М и т, раздЪлитъ на основани $ 44 

и число г. 
Такимъ образомъ, число”, меньшее чЪмъ т (8 33), дЪлится 

на всЪ данныя числа а, 6, с, а, т. е. является ихъ общимъ 
кратнымъ, что противорзчить сдЪланному предположенцо, что 
т есть наименьшее кратное данныхъ чиселъ. 

Изъ этой теоремы слдуеть, что для получешя воъхь общихь крат- 

ныхЪ для данныхь чиселъ, достаточно найти ихъ наименьшее кратное и 
умножать его послЪдовательно на числа натуральнаго ряда: 

1, 23, 45,6.. 

77. ПРИМЪЧАНЕ. ПослВдняя теорема выведена въ предыдущемъ 

параграфВ для общазю случая, т. е. для общаго кратнаго сколькихъ угодно 

чиселъ, Та-же теорема въ примънеши къ общему кратному всего ду2ь чисел 
выводится еще проще. Въ самомъ дьлЪ, изъ $ 73 намъ извЪетно, что 

всякое общее кратное чиселъ а и $ имЪеть видъ: 
К.@. 94а. @ь 

*) Такъ какъ общ наиб, дЪлитель въ этомъ случа равенъ 1. 
**) Такъ какъ общ нанб. двлитедь въ этомъ случаз равенъ меньшему 

числу. 
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& наименьшее кратное твхъ-же чиселъ равно: 
4.4. 4, 

откуда непосредотвенно слЪдуеть то, что треб, доказать. 

78. ТЕОРЕМА. При дълен!и наименьшаго кратнаго двухъ чи- 
селъ на каждое изъ нихъ, въ частномъ получаются число взаимно- 
простыя. 

Дано: в. вр. (а, 5) =т. 

1реб. док.: (") и (*) суть числа, вз.-простыяй 

Въ самомъ дВлЪ, мы знаемъ, что наименьшее кратное чиселъ 

аи иметь видъ (8 73): 

4.4 . 45. 

Раздвливъ это число на а, равное 4. 4., получаемъ частное 
4»; раздВливъ же на В, находимъ частное 4. Но числа 4. И 4 — 
вз.-простыя, какъ частныя отъ дВлен!я а и 6 на ихъ общаго наи- 

большаго длителя ($ 67), что и доказываеть предложенную тео- 
рему. 

79. ЗАМЪЧАНЕ *). Нетрудно доказать послёднюю теорему и 
для болзе общаго случая, т. е. для наименьшаго кратнаго не 
двухъ, а сколькихъ угодно чиселъ. 

Пусть общ. наим. кратное чиселъ (а, В, с, 4) =т, и частныя 

отъ дьлешя т на данныя числа соотв тственно равны: 

Е Че, Чь, Че, Ча, 
такъ что 

т=а. 4; т=Ь. фто. 4.;т= а. 44. (1) 
Если допустить, что оби! й наибольцИй дзлитель чиселъ 

4», Чь, 4», 9аесть не единица, а какое-нибудь число `®, то, дЪля 
каждое изъ равенствъ (1) нак, увидимъ, что т должно дВлиться 

нацало на №, и что число (=) удовлетворяющее равенствамъ: 

т\ _ 4). [т %\. [т) _ %\.[т) _, [4 (5). (9) (-® 9-57) =) 
есть общее кратмое чиселъ а, Ъ, с, 4, а это противорёчитъь сдЪлан- 
ному предположен!ю, что т есть наименьшее кратное данныхъ 

чиселъ, 

*) Необходимо для Горнаго Института. 
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80. ТЕОРЕМА, ОБРАТНАЯ ПРЕДЫДУЩЕЙ. Если частныя отъ дЪ- 

леня общаго кратнаго данныхъ чиселъ на каждое изъ нихъ суть 
числа взаимно-простыя, то это общее нратное есть накменьшее. 

Дано: М есть общее кратное чисель аи 8%; (") и [6 

суть числа взаимно-простыя. 
реб. док.: М есть наименьшее кратное чиселъ а и 5? 
Въ самомъ дЪлЪ, вслкое общее кратное чиселъ а и $ имЪеть 

видъ (8 73) 
М=К. 4.4. -%- 

Для это число на а и на Ъ, получаемъ соотв тотвенно: 
К.Ф ик. 94а. 

Общий наибольший дзлитель этихъ чиселъ есть #; по услово 
же числа эти взаимно-простыя, что возможно только тогда, если 
&—1; но тогда М=4.4. .4ь, & это и есть формула для наимень 
щало общаго кратнаго чиселъ а и 6. 

Итакъ, М==наим. кр. (а, 5), что и тр, док. 

81. ЗАМЪЧАНИЕЕ +). Докажемъ эту-же теорему для общаго крат- 
наго сколькиль уюдно чисель. 

Пусть М есть какое-нибудь общее кратное чиселъ а, В, 
с, а, и пусть частныя отъ двлешя М на данныя числа соотвЁт- 
ственно равны 4., 4, 4, 9, причемъ общий наибольший дЪли- 

тель этихъ чиселъ (4., 4,4. , 49а) по условшо равенъ единиц. 
Допустимъ, что не М, а какое-нибудь другое число, напр. т, 

есть наименьшее кратное чиселъ а, 5, с, 4. Тогда на основан! и 8 76 

заключаемъ, что М=Ё.т, гдЪ К означаеть н%Ъкоторое цлое 

число. 

Итакъ, имфемъ равенства: 
&.т=а. 4; К.тТ=Ь. 4; К. Те. 9; К. та. аи, (1) 

откуда получаемъ: . 

ыь. (=. (=. (5)... в 
Такъ какъ число т, какъ предполагаемое наименьшее крал- 

ное чиселъ а, В, с, 4, дЪлится на каждое изъ нихъ, то изъ ра- 

венствъ ряда (2) слВдуеть, что числа 4, 4,4, @2 имФють об- 
щимъ наибольшимъ дзлителемъ число /(, а это противорЪчатъ 

условшю теоремы. Итакъ, равенства эти возможны только при &=1, 

*) Необходимо для Горнаго Института. 
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но тогда Л/—т, т. е. М есть дЪйствительно наименьшее кратное 
„данныхъ чиселъ, что и тр. док. 

81 3. ЗАМЬЧАНИЕ *). Посл доказательства теоремъ 88 79 и 
81 можно дать другое, боле простое доказательство теоремы 
$ 18: **). 

Чтобы получить общее наименьшее кратное двуть чисель а и 6, 

достаточно произведеще ить а. 5 раздълить на ижъ общело чаиболь- 

инио дълителя 4. 

Въ самомъ дьлЪ, замфтимъ прежде всего, что выражен!е 

() есть число несомнзнно цфлое, ибо какъ а, такъ и 6 дЗ- 

лятся на 4. 

а 

а. 
и в, такъ какъ при двлеши на а оно даетъ въ частномъ цёлое 

Очевидно, что это число ( ) есть общее кратное чиселъ а 

[. = 
число () ‚а при двленши на В въ частномъ получается тоже 

цфлое число (=). 

ь 
Кром% того, замВчаемъ, что эти частныя и “тоутьчиела 

взаимно-простыя, такъ какъ они представляютъ результаты раз- 
дфлешя чиселъ аи Ь на ихъ общ. наиб. дЪлителя (См. 8 67). 

СлЪдовалельно, по теоремв 8-80 заключаемъ, что число 

а 
`` ‘СТ ие только общее, но и наименьшее храйиое чисель аи в, 

что и тр. док. 

® 82. нахождене общаго наименьшаго кратнаго н«ъсколькихъданныхъ чиселъ. 

Пусть требуется найти общее наименьшее кратное чиселъ а, 6, с, 4. 
Назовемъ его буквой М. 

Пусть ж, хр. (а, В) = т. 
Всякое число, двлящееся на числа с, и т, будеть, очевидно, дв- 

литься и на числа с, 4, а, 6***), 

®) Необходимо для Горнаго Института. 

**) Слдуетъ замВтить, что теоремы #8 79 и 81 доказаны совершенно са- 
мостоятельно, независимо оть ‘теоремы 8 13. 

*#*) Ибо число, дълящееся на кратное двухъ чиселъ, двлится и на каж- 
цое изъ нихъ ($ 46). 
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Наоборотъ, всякое число, двлящееся на а, 5, с, 4, будетъ дЪлиться 

и на т, с, @*). 

Изъ этого слЪдуетъ, что нахождеше наименьшаго кратнаго четы- 

рехъ чиселъ сводится къ нахождению наименьшаго кратнаго трехъ чи- 

селъ; двухъ данныхъ чиселъ (с и 4) и наименьшаго кратнаго т двухъ 

другихъ данныхъ (а и 5). 

Пусть нанменьшее кратное чиселъ т и с равно А; тогда, повторяя 
равсужденя, аналогичныя вышеприведеннымъ, увидимъ, что искомое на- 
‘именьшее кратное чиседт. а, В, с, 4 будеть: 

Мн, кр. (, 4). 
И вообще: 
Чтобы получить общее наименьшее кратиде нпскольхиаь чисел, ищуть 

сперва наименьшее кратное какиал-нибудь двухь изъ данныть чисель, потом 
наим, кратное для получениаио числа и третьяю из» данныхь и т, 9., пока 
ие будуть взяты всъ данныя числа. Послъднее общее наименьшее кратное, по- 
лученное таким образомь, м будеть искомымь ®*). 

ГЛАВА ГУ. 

Теор!я абсолютно-простыхъ чиселъ. 

83. ОПРЕДЪЛЕНЕ. ЦЪлое число, не имфющее другихъ дъли- 
телей, нромЪ единицы и самого себя, называется числомъ абсолютно- 
простымъ (или первоначальнымъ). 

Напр., числа 7, 19, 31, 37—числа абе.-простыя; число же 25 
не есть абс.-простое, такъ какъ оно дВлится на 5, 

84. ТЕОРЕМА. Всяное абсолютно-простое число есть число_вза- 
имно-простое со всфми числами, которыя не суть его кратный. 

Въ самомъ дл, всякое простое число п не имветъ другихъ 
дЪлителей, кромЪ единицы и », поэтому всякое другое число, не 

дЪлящееся на п, имЪетъ съ нимъ только одною общино дълителя— 

единицу, & слЪд., эти числа суть взаимно-простыя. 

85. ТЕОРЕМА. Всякое число имфеть по крайней мфръ одного 
абс.-простого дфлителя, отличнаго отъ единицы. 

Въ самомъ дьлЪ, если М есть число абс.-простое, то оно 
иметь одного простого дёлителя, равнаго самому себ%. 

*) Ибо число, дьлящееся на а и В, есть ихъ общее кратное, а потому 
($ 76) оно раздълится и на ихъ наименьшее кратное. 

**) Можно еще сказать такъ; общее наименьшее кратное п данныхть чи- 
сель равно общему наименьшему кратному двугь- чисель: наименьшиио крат» 
назло хакизф-нибудь (п—1) изъ данныть чисел и п--вю числа, 
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Если-же М№ не есть число абе.-простое, то оно имфетъ одного 

или нЪсколькихъ дЪлителей, отличныхъ отъ единицы. Пусть наи- 

меньшей изъ дЪлителей числа № равенъ а. 
Нетрудно показать, что «есть число непремнно абс.-проетое. 

Въ самомъ дЪлЪ, если а не есть число простое, то оно имФетъ хоть 

одного какого-нибудь дзлителя, кром% единицы, напр. 6. Тогда по 

теоремЪ 8 46 выходить, что и число № должно длиться на В, т. е., 
что число М имЪетъ двлителя, меньшао чтьмь а, что противор®чить 

услов!ю, что а есть наименьиий дЪлитель числа М. *^ 

86. ТЕОРЕМА, Вслюм два не взаимно-простыя числа имфютъ 
по крайней мфрЪ одного ОБЩАГО простого дфлителя. 

Въ самомъ дЪлЪ, если числааи ® не суть числа взаимно- 

простыя, то они имзютъ общимъ наибольшимъ д8лителемъ какое- 
нибудь цвлое число, напр. 4, неравное единиц®. Но число 4, по 

только что доказанной теорем? ($ 85), имфеть по крайней мёрё 
одного простого дВлителя, который ($ 46) будеть дЪлить также 
числа а и В, т.е. и будетъ ихъ общимъ простым» дълителемз. 

87. ТЕОРЕМА. Рядъ абсолютно-простыхъ чиселъ безграниченъ. 
Для доказательства этой теоремы достаточно показать, что 

какъ-бы ни было велико какое-нибудь а6е.-простое число, напр., 
№, всегда существуетъ другое простое число, большее чтьме М, 

Составимъ для этого произведене изъ всъхь простыхь чисель 
оть единицы до № включительно, не пропуская ни одного изъ 
нихъ, и прибавимъ къ этому произведению единицу. Полученное 

такимъ образомъ число назовемъ буквой 5. } 

: 
} 

Итакъ: 

ЕО. ВР И СЕВ 

Если 5 есть число абс.-простое, то теорема доказана, такъ 
какъ Я больше М. 

Если-же 5 не есть число простое, то наименьшИй дзлитель 
его, отличный отъ единицы, долженъ быть непремённо числомъ 
простымъ ($ 85). 

Но этимъ дьлителемъ не можеть быть ни одно изъ про- 

стыхъ чисель ` 
2.8.16: 1, роны 

заключающихся въ ряду оть 2 до М, такъ какъ, допустивши 
противное, т. е., что одно изъ этихъ чиселъ, напр. а, дЪлить №, 
придемъ къ абсурду: въ самомъ дёлЪ, если число &, равное 
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сумм двухъ слагаемыхь, длится на а, и первое изъ слагае- 
мыхъ (1.2.3. . .М), содержа а множителемъ, тоже дзлител 

на а, то и второе слагаемое, т, е. единица, должно ДЪлиться 

на а ($ 44). 
Итакъ, простой дзлитель числа 5 не заключается въ ряду 

простыхъ чиселъ отъ 1 до М, т. е. онъ больше каждаго изъ чи- 
селъ этого ряда, а потому онъ непремфнно больше №, что и до- 
казываетъ теорему. 

Примпмаще. Не слЪдуетъ думать, что число 8, составлеи- 

ное, какъ указано‘выше, будетъ непремЪнно числомъ абс. 
простымъ. Въ самомъ дЪл%, имемъ: 

3— число абе.-простое. 
1—число абе.-проетое. 

НЕ 31—число абе.-простое. 
1.2.3.5.7-| 211—число абс.-проетое. 

1.2.3.6.717. 11 1= 2311—число абе.-проетое. 
1.2.3.5.1. 11. 13--1= 30031—чиело непростое = 

—=59 . 509 

1.2.3.5.71. 1.13. 11--1==610511—число непростое= 

—19 97597 И о 

88. ТЕОРЕМА. Если абсолютно-простое число дфлитъ произве- 
ден!е нЪсколькихъ сомножителей, то оно дфлитъ, по крайней мфръ, 

одного изъ нихъ. 
Докажемъ эту теорему сначала для произведен!я изт. 

двухъ множителей, а потомъ обобщимъ ее для произвольниге 
числа ихъ. 

Пусть абс.-простое число ® двлитъ произведенше (а . 5.) 
Если п ДЪлИиТЬ а, то теорема доказана, если же » не дф- 

лить а, то на основани $ 84 заключаемъ, что пи а суть числа 

взаимно-простыя, & потому непремнно число $ дЪлится на (5 68). 
Итакъ, п должно дЪлить или то, или другое число, хотя можетъ 

дЪлить и оба числа совмЪстно. 
Пусть теперь абс.-простое число п дфлить произведен!е 

(а.6.с.4а.е). На основан1и $ 25 можно произведешеа.6.с.4.е 
представить въ видВ а. (.с.4.6), т. е. разсматривать, какъ 
произведен!е двухъ множителей аи (6.с.4.6). Вели п дВлитъ 

а, то теорема доказана, если же » не дёлить а, то второй мно- 

житель, т.е.6.с.4.е, долженъ длиться на ® по предыдущему. 

Разсматриваемъ $.с.4.е, опять какъ произведеше двухъ мно- 
жителей: ь. (е.4.е). Вели ® дЬлитъ 6, то теорема доказана, въ 
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противномъ же случа второй множитель, т. е. (с. 4. е) долженъ дЪ- 
литься на . Разсматривая с. 4 .е опять, какъ произведене двухъ 

множителей с. (4.е)... .ит. д., придемъ къ заключен!ю, что 

непремвнно мо крайней мтр» одно изъ чиселъ а, В, с, 4, е должно 

раздЪлиться на м, что и тр. док. 

89. СЛЬДСТВИЕ. Если абс.-простое число дЪлитъ произведене 
простыхъ множителей, то оно равно одному изъ нихъ. 
Въ самомъ дьлЪ, если простое число дЪлитъ произведеше, 

то по предыдущей теорем» (8 88) оно должно дзлить одного изъ 
множителей этого произведен1я; но каждый изъ этихъ множителей 
по условю есть число абсолютно-простое, а слЪд., онъ можеть 
раздёлиться, кромф единицы, только на самого себя. 

90. ТЕОРЕМА. Если всф множители одного произведеня суть 

числа попарно взаимно-простыя со всфми множителями другого про- 
изведен!я, то и произведен!я эти тоже суть числа взаимно-простыя. 

Пусть а, В, с. а,..... т суть чиела попарно взаимно- 

простыя съ числами а, В, 1... ..№ 
Требуется доказать: 

ИЕ РАНЫ 

есть число вззимно-простое съ 

ПВ. ОО 

Допустимъ противное, т. е., что Ри © не суть числа взаимно- 
простыя. Тогда по теорем $ 86 заключаемъ, что Ри © имВють 

по крайней мЪрЪ одного общешю абс.-простого дзлителя, напр. м. 
Если произведене а.в.с.... .т дВлится на простого д%- 

лителя п, то по 8 88 по крайней м8рв одинъ изъ множителей 
дЪлится на и; пусть, напр., это будетъ множитель с. 

Также въ произведени «.В.1т... . .в№ одинъ изъ мно- 
жителей, напр., В, долженъ дЪлиться на *. СлФдовательно, ока- 

зывается, что числа си В, имВя общаго дфлителя ж, не суть 
числа взаимно-простыя, что противорчить услов!ю. 

91. СЛЪДСТВИЕ. Всяня степени взаимно-простыхъ чиселъ суть 
также числа взаимно-простыя. 

Дано: а в3.-прост. сз Ъ. 

1реб. док. :а” вз.-прост. съ "2 

Въ самомъ дёлъ, а"—=а.а....а; м.Ь.Ь. .. т.е, 

РРРУЕРУУИРУЦЕРОЧОЧУ РУЛИ 



в 

каждое изъ чиселъ а” и 5" можеть быть представлено въ видь 
произведен!я, причемъ вс множители одного произведен!я суть 
числа взаимно-простыя съ множителями другого произведения, 
а потому на основаши предыдущей теоремы заключаемъ, что и 
произведен!я, т, е. а" и 5" суть числа взаимно-простыя, что и 
тр. док. 

92. ТЕОРЕМА. Всякое число можетъ быть разложенс на про- 
стыхъ сомножителей, и притомъ только единственнымъ образомъ. 

Доказательство этой теоремы состоитъ изъ двухъ частей: 
19. Докажемъ, что всякое число можетъ быть разложено на 

простыль множителей *). 
2. Докажемъ, что разложеше это можетъ быть произведено 

эполько единственнымь способом. 

10. Пусть будеть № какое нибудь непростое**) число. 
На основани 8 85 мы знаемъ, что наименьшй дзлитель 

числа № есть число абс.-простое; пусть это будетъ, напр., а. 
Слздовательно, имземъ: 

У=а. 9. (1) 

Если частное 4 окажется тоже простымъ числомъ, то тес- 
рема доказана, такъ какъ № уже представлено въ видЪ произве- 
денйя двухъ простыхъ чиселъ. Если же 4 число непростое, 10 
наименышй дфлитель его, напр., ®, есть число простое. Пусть 

=. 91. 

Подставляя это значеше вь равенство (1), получаемъ; 

- —@. 10.41) =. 9. ча. 12) 

Если 4, есть число простое, то теорема доказана, если-же 
9: не есть число простое, то 

41— 6. 4» 

ГдЪ с число простое; подставляя это значеше въ равенстве (2), 
найдемъ: 

№=а.6.с. 4 

Продолжая подобное-же разсуждеше, непремвнно получимъ 

*) Иначе говоря, всякое непростое число равно троизведеню простыгь 

‚множителец. 

*) Для простыхъ чиселъ теорема эта не требуетъ доказательства, такъ 
какъ, если № есть число простое, то оно равно произведешю двухъ простыхъ 
множителей: 1. №. 

4 
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одно изъ частныхъ 9, напр. 9», абсолютно-простымъ *), и тогда 
число № представится въ вид произведевня простыхъ множи- 
телей: 

Ув. 6,с.4.. т. 

2°. Допустимъ, что какимъ-нибудь образомъ намъ удалось 
разложить число № на простыхъ множителей двумя различными 
способами; пусть, напр. 

А Е п (1) 

и то-же самое число 

Ме вре арх т.р.9а.т. (2) 

Изъ разложеня (1) мы видимъ что № дВлится на простое 
число а; слёд., и произведеше в .8..... т, равное этому же 

числу №, тоже должно двлиться на а. 

Но вс множители этого произведеня суть числа &6со- 
лютно-простыя, а потому, если произведеше это дзлится на 
простого дВлителя а, то одинъ изъ множителей его ($3 89) дол- 

женъ быть равенъ а. Пусть, напр., а. = а. 
Число № можетъ быть теперь представлено въ двухъ ви- 

дахъ: 

№=а;. (в.в. 

откуда слЗдуетъ, что произведеня 

Мова. в (3) 
ЖЖ побабиеса т.р.а.т (4) 

должны быть равны. 
Изъ равенства (3) видимъ, что №, длится на простое число 

Ъ; слвд., и произведеше простыхъ чиселъ (а), т. е. 

ОГ г 

должно дВлиться на В, т. е. одинъ изъ множителей этого про- 
изведеня, напр. 6, долженъ быть равенъ Ь ($ 89). 

Переписывая теперь равенства (1) и (2) такъ: 

Ум—ооее в ват 
О аа. т .р.4.!”) 

*) Числа 4, 4, 9» в... - суть уменышаюцилел цълыл числа, и 

слзд. если бы ни одно изъ нихъ не было абс.-простымъ, то оказалось-бы, что 
убывающея числа образуютъ безпредьльный рядъ чиселъ, что, очевидно, невоз- 

можно. 
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видимъ, что числа 

в: > И (5) 

ХДЕ ЧУ ИЯ п.р.а.т (6) 

должны быть равны, откуда, при помощи разсужденШ, подоб- 

ныхъ вышеприведеннымъ, увидимъ, что одинъ изъ множителей 
произведеня (6) долженъ быть равнымъ с ит. д. 

Продолжая достаточно долго так1я-же разсуждешя, при- 
демъ къ заключен, что для каждаго изъ множителей а, 5, 

‹,а,... .п произведешя (1) найдется соотвЪтственно равный 
множитель въ произведени (2). Пусть, напр. 

а=а ; = уе =0:48=4;....п=и,. 

Переписываемъ теперь равенства (1) и (2) такъ: 

аи: п). 1 

Ма. .а..... п). р. 4. ". 
Отсюда видно, что произведеше 

2-4: 7—1, 

что возможно только въ томъ случаз, если порознь каждый изъ 

множителей равенъ единиц, т. е., если 

НЕ 

Итакъ, объ формы разложеня числа № тождественны, т, е. 
число можетъ быть разложено на первоначальныхь множителей 
ТОЛЬКО единственнымь способомъ, что и тр. док, 

ГЛАВА \. 

0 дфлимости чиселъ, представленныхъ въ видЪ произве- 
деня простыхъ множителей. 

93. ТЕОРЕМА. Для того, чтобы одно число дЪлилось на дру- 
тое, необходимо и достаточно, чтобы наждый изъ простыхъ ю- 

жителей дфлителя входилъ въ дфлимое, съ поназателемъ, не мень- 
шимъ того, который онъ имфетъ въ дълителЪ. 

Во-первыхъ, это услов!е необходимо. Въ самомъ дьль, пусть 
а дьлится нацзло на 6, такъ что 

а=6,4 (1) 

О 
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Разложимъ каждое изъ чиселъ а, Би 4 на простыхъ мно- 
‚жителей. Такъ какъ числа а, и (6. 4) равны между собой, то про- 
стые множители, находящеся въ лВвой и правой частяхъ ра- 

венства (1), должны быть тождественны; иначе оказалось-бы, что 
одно и то-же число можетъ быть разложено двумя различными 
способами на первоначальныхь множителей, что невозможно 
($ 92). Итакъ, число а состоить изъ произведеня веЪхъ про- 
стыхъ множителей, входящихъ и въ двлителя, и въ частное, а 
потому ясно, что каждый изъ множителей дзлителя входитъ и 
въ двлимое съ показателемъ степени во всякомъ случа ме мень- 
шимь, ЧВМЪ въ дфлителЪ. 

Во-вторыхъ, это услове достаточно, потому что, если оно 
выполнено, то дЪлимое можно разложить на дв части, изъ ко- 
торыхъ одна будетъ произведешемъ всЪхъ простыхъ множителей, 
входящихъ въ дЪлитель, а другая, будучи произведенемъ всЪзхъ 

остальныхъ простыхъ множителей дьлимаго, выразить собой 
частное отъ дълен!я; но такъ какъ вс эти простые множители 

суть числа цвлыя, то и частное выразится тоже числомъ 
цплымь, т. е. дВлеве выполнится непремнно нацтьло, что и тр. док. 

х 94. ТЕОРЕМА. Общ наибольшй дълитель двухъ или нъсколь- 
кихъ чиселъ равенъ произведению изъ простыхъ множителей, общихь 

всфмъ даннымъ числамъ, причемь наждый изъ этихъ простыхъ 
множителей надо взять съ наименьшимъ.изъ показателей, съ на- 
ними онъ входить въ данныя числа. 

Въ самомъ ДЪлЛВ, на основани только что выведеннаго 

условя длимости одного числа на другое (8 93) можно сказать, 
ЧТО вслкй общИй дЪлитель данныхъ чисель не можетъ заклю- 

чать въ себЪ простого множителя, не входящаго хоть въ одно 
изъ этихъ чиселъ, и также не можетъ имВть простого множи- 
теля съ показателемъ, ббльшимъ, чЬмъ показатель при немъ 
же въ любомъ изъ данныхъ чиселъ, а потому ясно, что общ 
намбольшй дфлитель долженъ быть равенъ произведеню всьзь 
простыхъ множителей, общизь даннымъ числамъ, причемъ каж- 
дый изъ этихъ множителей долженъ быть взЯТЪ съ наименьшим 

его показателемъ. 
Примпрь. Положимъ, даны 4 числа: 

5040=2.32.5.1; 
600=23.3. 57; 

960—25°.3.5; 

3960 = 23. 32 
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Очевидно, что всяй оби дълитель этихъ чисель не мо- 

жетъ содержать въ себ другихъ множителей кромЪ 2, 3 и 5, 
причемъ наиболыше возможные показатели степени при этихъ 
множителяхъ соотвЪтетвенно суть 3 (при 2), 1 (приз)и1 (при 5); 
поэтому, общйЙ наибольший дфлитель этихъ чиселъ равенъ: 

28.83.65 =—120, 

95. ТЕОРЕМА. Общее наименьшее нратное двухъ или нЪснколь- 
нихъ чиселъ равно произведеню всфхъ простыхъ множителей, вхо- 
дящихъ въ данныя числа, причемъ наждый изъ этихъ множителей 
чадо взять съ наибольшимъ изъ всфхъ поназателей, съ накими онъ 
входить въ данныя числа. 

Въ самомъ дьлЪ, на основанйи выведеннаго выше условя 
дВлимости одного числа на другое ($ 93), можно сказать, что 

всякое общее кратное данныхъ чиселъ должно содержать вс» 
простые множители, входяше въ эти числа, съ показателями 
или равными, или ббльшими, ЧВмъ показатели при этихъ множите- 
ляхъ въ данныхъ числахъ, а потому наименьшее кратное должно 
быть равно произведен! всъаз простыхъ множителей съ показа- 
‘телями, равными наибольшимъ изъ твхъ показателей, съ какими 
они входятъ въ эти числа. 

Примтръ. Положимъ, даны тз-же 4 числа: 

5040 —2*. 3.5.7; 

600— 23.3, 51; 

960=28.3.5; 

3960 —=2*. 32.5. 11. ) 

Очевидно, что велкое общее кратное этихъ чисель должно 
<одержать проетыхъ множителей 

2, 3, Б, 1, 11 

©ъ показателями степеней соотвЪтственно не меньшими, чфмЪъ 6 
(при 2); 2 (при 3); 2 (при 5), 1 (при 7) и1 (при 11), а потому 
наименьшее общее кратное этихъ чиселъ равно 

26. 3.5.7.11 = 1108800. 



ОТДЪЛЬ Ш. 

Дроби. 

ГЛАВА 1. 

Основныя свойства дробей. 

96. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Дробью называется соединеше нъсноль- 
кихъ равныхъ частей какой-нибудь величины. 

Число, показывающее, на сколько равныхъ частей данная 
величина раздфлена, называется знаменателемь дроби; число, по- 
казывающее, сколько такихъ частей взято для образован!я дроби, 

пазывается ея числителемь. 

Напр., дробь р показываетъ, что единица разбита на один- 

чадцать равныхъ частей, причемъ для образован!я дроби взято 
такихъ частей девять. 

Читають дробь такъ: выговаривають сперва числителя, по- 
томъ знаменателя, измЪняя окончан!е послФдняго слова. 

Можно также прочесть дробь и иначе: сперва выговари- 
ваютъ числителя, а потомъ, прибавивъ слова—дьленное на,—зна- 
менателя. 

Напр., дробь 
127 

3263 

можио прочитать или такъ: 
сто двадцать семь три тысячи двъети шестьдесять третьих, 

пли такъ: 
сто двадцать семь, дьленное на три тысячи двъети шесть- 

Чежзпь три. 



= в 

97. Изъ опредълешя поняйя о дроби слЪдуетъ: 
1. Если числитель дроби меньше знаменателя, то дробь меньшие 

единицы. Такая дробь называется правильной дробью. 
2. Если числитель дроби равенъ ея знаменателю, то такая дробь 

‘равна единиц. 
3. Если числитель больше знамёнателя, то величина дроби— 

больше единицы. Такая дробь называется неправильной. 

98. ТЕОРЕМА. Если числитель дроби умножить (раздфлить) 
на цфлое число, то величина дроби умножится (раздфлится) на 

то-же число. 
Сравнимъ, напр., дроби: 

а.т 

ь 

Такъ какъ знаменатель и той и другой дроби равенъь, то слд., 

число частей, на которыя раздвлена единица для образован!я 
дробей, а потому и величина каждой части—одинаковы. Но въ 

дроби (2) такихъ частей въ т разъ больше чЪмъ въ (1), а по- 
тому и вся эта дробь больше въ т разъ, т. е., она равна первой 
дроби, увеличенной въ т разъ, что и тр. док. 

Также сравнене дробей *) 

(я, т я@. ия 

ъ ь 

показываетъ, что вторая дробь меньше первой въ т разъ, такъ 
какъ число равныхъ частей, участвующихъ въ образовани этой 
дроби въ ж разъ меньше, чЪмъ въ первой, величина же каждой 
части въ обоихъ случаяхъ одинакова. 

сы (а:т) 

99. ТЕОРЕМА. Если знаменатель дроби умножить (раздълить) 
ма цфлое число, то величина дроби раздфлится (умножится) на 

то-же число. 
Въ самомъ дьлЪ, сравнивъ, напр., дроби: 

а а а 

видимъ, что число частей, участвующихъ въ образовани первой 
и второй дроби, одинаково; величина же каждой части во второй 

дроби вЪ »; разъ меньше, чёмъ въ первой (такъ какъ число такихъ 

*) Предполагая, что @ дфлится нацфло на т. 
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частей въ т разъ больше), а потому вторая дробь въ т разъ 
меньше первой, т. е. равна первой дроби, раздвленной на т, что 
и тр. док. 

Подобнымъ же образомъ изъ сравненйя дробей *) 

а и а 

ъ (6:т) 

нетрудно убдиться, что вторая дробь въ эм разъ больше первой, 
т. е. равна первой, умноженной на эт, что и тр. док. 

100. ТЕОРЕМА. Если числитель и знаменатель дроби одновре- | 
менно умножить (раздфлить) на одно и то-же число, то величина 
дроби не измфнится. 

Теорема эта представляеть прямое слЪдстве двухъ преды- 
дущихъ. Въ самомъ дфлЪ, если, напр., числитель умножить на 
какое нибудь число, то величина дроби умножится на то-же число, | 

если-же и знаменатель умножить на это-же число, то величина 
дроби на него же раздълится; очевидно, что одновременно увеличи- 
вая и уменьшая дробь въ одинаковое число разъ, мы оставляемъ 
величину ея безъ перемЪны. 

То-же произойдетъ, понятно, и тогда, если числитель и зна- . 
менатель раздьлимь на одно и то-же число. | 

101. На предыдущей теорем основано очень важное свойство 
дробей: сократимость ихъ. 

Такъ какъ величина дроби не измЪняется отъ’ раздълешя 
обоихъ членовъ ея на одно и то-же число, то, если числитель 
и знаменатель дроби имфютъ какого-нибудь общаго дЪлителя, 

можно раздЪлить на этого дВлителя оба члена дроби, и полу- 
ченная такимъ образомъ дробь съ меньшими членами, т. е. болие 
удобная для вычисленй, будетъ равна данной. 

Напр., раздЪливЪъ оба члена дроби с на 3, получимъ новую 

дробь -;-, равную данной. 

ЕЕ 
ь 

рой не суть числа взаимно-простыя, то, найдя общй наиболь- 

102. Если дана дробь -_, числитель и знаменатель кото- 

*) Предполагая, что 6 двлится нацёло на т. 
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Ш джлитель чисель аи В, и раздвливъ на него оба члена 
дроби, получимъ новую дробь, равную данной, но уже несокра- 
тимую. 

Итакъ, несократимой дробью называется такая дробь, числи- 
зтель и знаменатель которой суть числа взаимно-простыл. 

Привести дробь къ простпййиему виду значитъ: найти обий 

наибольший дЪлитель числителя и знаменателя дроби, и раздЪ- 

ленемъ обоихъ членовъ ея на ихъ общаго наибольшаго дзлителя 

сдвлать дробь несократимой. 
Дробь называется неприводимой, если она не можеть быть 

выражена другой дробью, равной данной, но съ меньшими 
членами, 

103. ТЕОРЕМА. Если несократимая дробь равна нкоторой дру- 

той дроби, то оба члена послъдней дроби суть числа равнонрат- 
ныя *) обоихъ членовъ данной. 

Пусть, напр., и есть несократимая дробь и пусть, 

Е Я: с 

ьа 

Умножая об части этого равенства на 4, получимъ: 

=“ :й 4) 

Такъ какъ сесть число цФлое, то произведеше (а. 4) должно 
нацло дЪлиться на 6; но а--вз.-простое съ Ь по услов!ю (ибо 

дробь 5 несократима), слд., 4 длится ($ 68) на 6, Пусть, напр., 

а=5.т. 

Подставляя это значене въ равенство (1), получаемъ: 

а.в.т 
ь 

*) Числа Д и В называются равнократными относительно чиеелъ а и 6, если 

частныя оть раздълешя А наа и Внаф равны между собой, т. е., если ( 1) ‚— 

= (3 ) такъ какъ въ этомъ случав А седержитъ а столько же разъ, сколько 

В содержитъ 6. 
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Итакъ, если 4=Ь.т, то с==а.т, т. е., частныя отъь дёле- 
ня 4 на В и с на а равны между собой, а потому си 4, члены 
вгорой дроби, суть числа равнократныя аи В, членовъ первой 
дроби, что и тр. док. 

104. На основания послёдней теоремы можно утверждать, 

ЧТо велкал несонратимая дробь есть въ то-же время дробь неприво- 

димая, такъ какъ, если она равна н®которой другой дроби, то 
члены посл$дней суть числа, ббльшия членовъ данной *). 

105. Изъ теоремы 8 103 вытекають слЪдетвя: 
1. Для полученшя всъжь дробей, равныхъ данной дроби, достаточно 

сдълать эту дробь чесократимой и умножать оба ея члена послюдо- 

вательно на числа натуральнато ряда: 

1,2, 

2. Если двъ несократимыя дроби равны, то онъ тождественны, 

т. е. ить числители и знаменатели порознь равны между собой. 

106. Отъ прибавлешя къ числителю и знаменателю дроби 
одного и того-же числа, дробь всегда приближается нъ единицЪ, 
т. е. правильная дробь увеличивается, неправильная— ум: 'ается. 

Отъ вычитаня изъ числителя и знаменателя дроби одного и 
того-же числа, дробь всегда отдаляется отъ единицы, т. е. пра- 

вильная дробь уменьшается, а неправильная увеличивается. 

Дана, напр., дробь -- прибавивъ къ обоимъ членамъ ея 

а 

с 

Если оба члена первой дроби умножить на (6-| с), & второй—на 
$, то величина каждой изъ дробей не измЪнится ($ 100), но зна- 

менатели ихъ сдфлаются равными другъ другу: 

а. (6-6) а--о).в 

Е Я... ь С + .Ъ 

*) Если дробь несократима, то это значить, что ее нельзя замфнить дру- 

гой дробью, равной ей, при помощи дълешёл обоихъ членовъ на одно и то-же 
число; но еще не очевидно, что се нельзя упростить при помощи какого либо 

нною приема, напр., вычитая изъ обоихъ ся членовъ числа, надлежащим обра- 
зомъ выбранныя, или еще какъ нибудь иначе. Только послЪ доказательства тео- 

ремы $ 103, можно утверждать, что несократимая дробь—непрнаодима, т.е. 
никоим» образом» не моэкеть выразиться при помощи меньшить членов. 

по с, получимъ дробь . °. бравнимъ величины этихъ дробей. 



Изъ двухъ этихъ дробей больше будетъ та, у которой ббль- 
пИЙ числитель, такъ что достаточно сравнить величины произ- 
веден!й: 

а. (5--с) и (а-5).Ь, или (88 13 и 15) 

а.ь--а.с и а. ре. 5. 

Каждый изъ этихъ числителей состоитъ изъ двухъ слагае- 

мыхъ, причемъ первыя изъ нихъ (а.5) одинаковы. 

Что касается до вторыхъ слагаемчхъ 

а.сиьб. с, 

то при а<ь очевидно а.с<Ъ.с, 

т. е., первая дробь меньше второй; 

если-же а> в, то а.с>ь. с, 

т. е, первая дробь больше второй. 

СлЪд., если данная дробь Иа есть дробь правильная (а <), 

то отъ прибавленя къ обоимъ членамъ ея поровну она увеличи- 
вается; если дробь неправильная (а> 5), то оть прибавленя къ 

обоимъ членамъ поровну она уменьшается, т. е. и въ томъ и дру- 
гомъ случаВ приближается къ единиц», Что и тр. док. 

Совершенно аналогичнымъ образомъ доказывается и вто- 
рая часть теоремы. 

ден!е дробей къ общему 
Положимъ, мы имЪемъ н®сколько несократимыхъ *) дробей: 

а с е 9 

а №. р 

Каждая изъ этихъ дробей на основани $ 108 можетъ быть 
равна только такой дроби, члены которой суть числа, равнократныя 

членовъ этой несократимой дроби. СлЪдовательно, если мы хотимт, 
привести всЪ данныя дроби къ общему знаменателю, то этотъ 
общий знаменатель долженъ быть числомъ, кратным» есьзё дан- 
мыл знаменателей; если же требуется, чтобы общий знаменатель 
всЪъхъ этихъ дробей былъ наименьшимь, то онъЪ долженъ быть 
общимь наименьшимъ кратнымь всЪхъ данныхъ знаменателей. 

*) Предполагая данныя дроби несократимыми, мы нисколько не умень- 
шаемъ общности вопроса, такъ какъ всякая дробь, безь измнешя ел вели- 

чины, можеть быть приведена къ простьйшему виду, т. е. сдБлана несо- 

кратимой. 
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Итакъ, пусть об. наим. крат. (6, а, |, ®)=М, и пусть част- 
ныя отъ раздвлешя М на данныхъ знаменателей соотв®тственно 

будуть: 
Чь› Ча» 9, › Ч. 

Умножая оба члена первой дроби на 4, второй на а,.... 
ит. д, получимъ: 

4.4% 6.4 6.4, 9.9 
’ , или 

. 4%’ 4.4, ’. Г. 4, * 1.4%" 

2 инь (65 Чена ву — оби 
аа аррЫя ОРЛОВ НЕА 

Такимъ образомъ, всЪ данныя дроби приведены къ общему 
наименьшему знаменателю; наименьшему потому, что М есть об- 
ацее наименышее кратное всЪхъ данныхъ знаменателей. 

Отсюда вытекаеть правило: 
Для тою, чтобы привести нъсколько дробей къ общему наимень- 

‘шему знаменателю, надо сдълать вс данныя дроби несократимыми, 

найти общее наименьшее кратное всъть знаменателей этить несокра- 

зпимыхь дробей, и оба члена каждой дроби умножить на частное отъ 

Эълешл найденнало наименьшало кратнало на знаменателя данной дроби. 

ГЛАВА П. 

Цъйствия надъ дробями. 

108. Надъ дробями можно производить вс т#-же дЪйствя, 
какъ и надъ цфлыми числами; только опредвленя этихъ д%й- 
ств должны быть обобщены слёдующимъ образомъ: 

Сложене ссть дьйстае, при помощи котораю отредъляется 
сумма дамныхь чисель, т. е. число, содержащее всъ единицы и части 

единицы, заключающиеяся во всъть слазаемыхть. 

Вычитан!е есть дьйстоте, при помощи которао оть одною изъ 
Эанныхь чисель отнимаются вст единицы и части единицы, содержащелся 

45 друюмь данномь числь *). 

*) Можно также оставить опредвлен!е вычитан!я, аналогичное прежнему ($ 1): 

Вычиташе есть дъйстве, при помощи которо исходитея разность двугъ 
чисель (цълыхь или дробных»), т. е. такое число, (цълое или дробное), которое, 
будучи прибавлено кз меньшему изъ данных, соспроизаоднизть большее: 
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109. ТЕОРЕМА. Сумма или разность дробей съ однимъ и тьмъ- 

же знаменателемъ равна дроби, числитель которой есть сумма или 
разность числителей данныхъ дробей, а знаменатель есть общй 

знаменатель данныхъ дробей. 

Пусть даны дроби: = и нЕ Первая дробь есть соедине- 

ве а п—овыхь частей единицы, вторая дробь есть соединеше 6 
такихъ-же частей единицы. Очевидно, что сумма а частей еди- 

ницы съ 5 такими же частями даетъ а--Ь такихъ же частей, т, е,: 

Также, вычтя $ частей единицы изъ а такихъ же частей, 
найдемъ а—5 такихъ же частей, т. е.: 

ЗАМЪЧАНИЕ. Если даны для сложен я или вычиташя дроби 

СЪ неравными знаменателями, то сначала приводять ить къ общему 

знаменателю, а затЪмъ поступаютъ по предыдущему. 

110. Опредёлеше двйств!я умножен1я, сдъланное въ 8 11 
для цфлыхь чиселъ: 

Умножить величину на ‘цтълое число значить повторить данную 

величину слолаемымь столько разъ, сколько въ цъломъ числь содер- 

эжитея единиць, 

очевидно, не имЪетъ смысла въ примфнеши къ числамъ 
дробнымъ, такъ какъ нельзя взять величину слагаемымъ дроб- 

ное число разъ, напр., : раза, 

Поэтому необходимо сдфлать другое боле общее опред®ле- 

не умножен!я и при томъ такое, чтобы оно не только не проти- 
ворВчило сдЪланному ранЪе, но заключало бы его въ себЪ, какъ 

частный случай. 
Опредвлеше это слвдующее: 
Умножить величину (цълую или дробную) на какое-нибудь число, 

(цръдое или дробное) значить составить изь данной новую величину, 

совершенно такимъ же образомъ, какъ множитель образуется изъ единицы, 

Для вполнЪ яснаго пониман!я смысла этого опредвлешя, 
необходимо выяснить, что именно надо понимать подъ словами: 
„хакъ множитель образуется из» единицы“. 



1. Если множитель есть число цлое, равное, напр., а, т» 

®нъ образуется изъ единицы при помощи сложешл единицы, взя- 
той а разъ. 

Поэтому, умножить какую нибудь величину № (цёлую или 
дробную) на число цзлое, напр., а, значить повторить № слагае- 
мымъ а разъ, что вполнь соотвътетвуеть опредълешю умноженя, 

сдъланному раньше (8 11). 

2. Если множитель есть дробь, равная напр. 5, то онъ 

образуется изъ единицы такъ: единица дфлится на $ равныхъ 
частей и такихъ частей берется а. 

Поэтому, чтобы умножить какую нибудь величину М (ц%- 

лую или дробную) на дробь, напр., т, надо раздвлить № на 6 

равныхъ частей, что даеть 

р 

ъ 

и такихъ частей взять а, что даетъ 

№.«а 
ь 

ИТ. При умножен!и дробей могутъ встр®титься три случая: 
1. Множимое есть число цёлое, множитель—дробное. 

2. Множимое есть число дробное, множитель— цвлое. 

3. Множимое и множитель суть числа дробныя. 
Такъ какъ всякое цёлое число можетъ быть разсматрива- 

емо, какъ дробь съ знаменателемъ, равнымъ единиц, то до- 

статочно вывести правило только для умноженя двухъ дробей, 

112. Пусть требуется, напр., умножить 1 на”. 

Для этого на основани опредфлевя (8 110) надо изъ $ 

составить новое число такимъ же образомъ, какъ множитель" -„ 

составленъ изъ единицы, т. е. надо и раздВлить на ® равныхъ 

частей, что даетъ ($ 99) 

6.п 
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и такихъ частей взять т, что даеть ($8 98) 

а.т 

$.в° 

Итакъ: 

Пр ден!е двухъ дробей равно дроби, числитель которой 
есть произведене числителей, а знаменатоль—произведен[е. знаме- 
нателей данныхъ дробей, 

113. Если произведеше двухъ дробей я т умножается 

на третью дробь — ‚ полученный результатъ —на четвертую дробь 

* ит. д, то найденное произведев{е называется яроизвзденемь 

чьсколькить дробей. 

Такъ какъ перемножен!е дробей сводится къ перемноже- 
10 цзлыхъ чисель,—ихъ числителей и знаменателей,—то воЪ 

правила, выведенныя въ 88 21—25 для цвлыхъ чиселъ, остаются 

‹<праведливыми и для того случая, когда н$которые или даже 
вс множители произведеня суть числа дробныя. 

Поэтому: 

1. Произведеше произвольналю числа множителей (цълыть или 

Эробныхз) че измпняется отъ перестановки производителей въ какомь 

злодно порядкъ. 

2. Чтобы умножить произведеще нъсколькить множителей (ць- 
‚лыль или дробныхъ) на какое-нибудь число (цълое или дробное), д0- 

статочно одною изь сомножителей умножить на это число. 

3. Чтобы умножить число (цълое или дробное) на произведеще 

чаъсколькиль множителей (итълыхь или дробныхь), достаточно умно- 
жить ею на каждаю изъ нить, 

4. Чтобы умножить одно произведеще (изъ цълыть или дробных» 

множителей) на друшюе произведене (изъ цълыть или дробныхь множи- 

телей), достаточно составить новое произведене ‘изъ всъхь мноюште- 
лей обоихь произведений. 

, 
| 
. 
е 

5. Во вслкомъ произведеми можно несколько сомножителей 
и (цълыть или дробныхь) замюиить вычиеленной величиной ить тро- 

зизведемя. 
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114. ДЪЛЕНЕ ДРОБЕЙ. ДЪлене есть дЪйств!е, посредствомъ. 
котораго, зная произведене двухъ канихъ угодно чисель (цфлыхъ 
или дробныхъ) и одно изъ нихъ, находятъь другое. 

Такъ какъ произведен!е не изм®няется отъ перемфны по- 
рядка сомножителей (цфлыхъ или дробныхъ), то можно всегда 

считать, что извъстный производитель есть множитель, а неизвьет- 

ный — множимое *). 

Поэтому можно сказать, что раздълить одно число (итлое или 
дробное) па друюе (цълое или дробное) значить найти такое число, 

которое, будучи умножено на дълителя, воспроизвело бы дълимое. 

Пусть требуется раздВлить какое-нибудь число, цвлое ила 
т 

дробное, напр., 4, на дробь 9 Обозначимъ искомое частное 

буквою 2. 
На основан опредвлешя дЪйстыя двлешя, можемъ на- 

писать: 

т 
&.—=А. 

® 

Равенство это указываетъ, что т и—овыхъ частей величины 

2 равны 4; слВд., одна п—0овал часть х въ т разъ меньше 4, 

т,. 6. 
А 1 

.—=— 
ъ т * 

а всл величина 2 будетъ въ и разъ больше, чЪмъ одна п—ова» 

часть ся, т, е. 

Итакть, 

Отсюда заключаемъ: 
Для того, чтобы раздфлить число (цфлое или дробное) на дробь, 

достаточно умножить это число на дробь, (обратную *) данной, 

*) Если-бы подобное предположеше измВнило даже смысль дъйствя, оно. 

тьмъ не менфе не можеть иамфнить значешя искомаго частнаго, а только эте 
насъ теперь и интересуетъ ($ 30). 

*) Два числа называются обратными, если пропзведеше ихъ равно еда 

ниц. Очевидно, чтобы получить дробь, обратную данной, достаточно числителя 

сдвлать знаменателемъ, а знаменателя—числителемъ, 
8 
5 

285 ча 
Напр.) Изв И; ТНТ ит. д, 
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Н5*). Разсмотримъ на числовыхъ примврахъ болЪе подробно 
вс» случаи дЪленя, которыя могутъ вотрфтиться на практикЪ. 

а) Дълеше двухь цълыхь чисель. 
Докажемъ, что частное оть двленя двухъ цвлыхъ чиселъ 

равно дроби, имвющей числителемъ дзлимое, & знаменателемъ 
дЪлителя, т. е. что, напр., частное отъь дЪленя 13 на 5 равно 

13 
дроби ых 

Въ самомъ дЪлЪ, произведеше в на 5 равно 18; слЗдова- 

тельно, 1 есть то число, которое, будучи умножено на двли- 

теля (5), воспроизводить дзлимое (13), & потому на основания 

опредЪленя ($ 114) заключаемъ, что и есть искомое частное отъ 

раздвленя 13 на 5, что ий тр. док. 

Если изъ неправильной дроби Е исключить цфлое число, 

то получится 22/5; цфлая часть этого выражен!я (2) есть цфлая 
часть частнаго отъ дфлевя 13 наб (8 31); 3 есть остатокъ 
отъ этого дЪлен!я; дробь 3/5 есть та дополнительная дробь, кото- 

рую нужно прибавить къ цфлой части частнаго, чтобы получить 

полное частное отъ дълешя 13 на 5. Отсюда выводимъ правило: 
для полученя полнаго частнаго отъ двлен!я двухъ чиселъ, надо 

къ ЦВлой части частнаго прибавить дополнительную дробь, 
имвющую числителемъ остатокъ оть двленя, а знаменателемъ— 
дълителя, 

Ъ) Дълеше дробы на цълое число. 

Положимъ, требуется раздЪлить % на 3. По опредвленю 

$114 это значить найти такое число, которое, будучи умножено 

на 3, дало бы и ; отсюда очевидно, что искомое частное будетъ въ 

У 
3 раза меньше чмъ 78 › имы можемъ получить это частное, умень- 

шивъ дробь 1 въ 3 раза, для чего достаточно умножить знаме- 

нателя этой дроби на 3 (8 99). Сл№довательно, искомое частное 

будетъ равно 18.8 Отсюда вытекаетъь правило: Чтобы разди- 

*) Необходимо для Горнаго Института, 
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лить дробь на цълое число, достаточно знаменателя дроби умножить 
на это число. 

Примпчате. Вм%сто умноженя знаменателя можно раздЪлить 
числителя дроби (8 98), если только такое дзлен!е возможно 

безъ остатка. Напр., частное оть двлешя — г на 5 равно 655) = 

оз 
8 

с) Дълеше цтълалю числа на дробь. 

Пусть требуется раздвлить 11 на =. На основаши опре- 

двленя 8 114 заключаемъ, что произведеше искомаго частнаго 

А 
АСЕ должно равняться 11; другими словами, - ‘искомаго част- 

наго составляютъ 11; сл%д., частнаго будетъь въ 4 раза 

1 
меньше 11, т.е. равна г если одна седьмая часть частнаго 

11 
равна я» то все частное будетъ, очевидно, въ 7 разъ больше, 

№30. НТ. Итак, чипобы раздьълить цълое число на дробь, доста- 

точно умножить это число на дробь, обратную данной. 

4) Дълеме двухъ дробей. 

Пусть требуется а. раздЪлить на Иа . Это значить найти 

такое число, которое при умножеши на тя даетъ 8 . Сл№дова- 

3 7 . 
тельно, 8 искомаго числа составляють 5 а потому 15- этого 

числа будетъ въ 7 разъ меньше, т. е. —8 _; вое же число бу- 
вые: ^. 

'ъ В разъ больше, чёмъ В 8 38. детъ въ 8 разъ й в его, т. е.= 5-7). 8=5 1 

ЕЕ ЕТ 
Итакъ, а. === ‚ Т. е. чтобы раздълить одну дробь 

на друую, достаточно умножить дплимую дробь на дробь, обратную 

Оълителю. 

Очевидно, всв эти правила представляютъ лишь частные 

случаи общаю правила дЪленя, выведеннаго въ $ 114. 
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ГЛАВА 11. 

Десятичныя дроби. 

116. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Десятичной дробью называется дробь съ 

цфлыми членами, знаменатель которой равенъ 10, 100, 1000, 10000... 
и вообще какой-нибудь степени числа 10. 

Такимъ образомъ, десятичная дробь можетъ выражать из- 

вЪотное число деслтыхжь, сотыхь, тысячныхь, десятитысячныхь и 

т. д. частей единицы. 

Десятичмнымь числомь называется число, состоящее изъ 
соединевя цфлаго числа и десятичной дроби; въ боле обшир- 
номъ смыслЪ десятичнымъ числомъ называютъ также вообще 
всякое число, написанное по десятичной систем счислешя. 

117. Десятичныя дроби можно писать по такому же способу, 
какъ цвлыя числа, введя слЪдуюцйя условя: 

1. Для отдълешя цьлой части десятимнало числа отъ дробной, 

будемь ставить запятую посль цифръ единиць цълой части. 

2. Каждую цифру, стоящую вправо отз предыдущей, условимел счи- 

тать выражающей единицы, въ десять разъ меньшая. 

Такимъ образомъ, первая цифра посл единицъ будетъ вы- 

ражать деслтыя доли единицы, вторая— сотыя, третья— мысячныя 

четвертая— деслиитысячныя и Т. д. 

3. Если число не имъеть цтлой части, ставимь вмпето нея нуль, 

также нулемь зампщаемь весь ть десятимныя единицы разныхь раз- 
‘рядовъ, которыхь недостаеть въ числь. 

На основаи этихъ соглашен!Й десятичныя числа, выра- 
жающя: 

напишутся такъ: 

5,32; 11,2071; 0, 0028. 

И наоборотъ, десятичныя дроби 

2, 371; 0, 07 
можно представить въ видв простыхъ дробей: 

2371. 7 
1000 * 100 



СлЪдовательно: 
Для тою, чтобы десятимное число, написанное то способу про- 

стыхъ дробей, изобразить въ видъ десятичной дроби, пишуть сначала 

цтлую часть, если она импется, затьмъ тииуть числитель, отдтляя 
запятой справа отъ цълой части столько цифръ, сколько нулей въ эна- 

менатель, ш зампицая нулями веъ ть десятичныя единицы разныль 
разрядовь, которыхь недостаетъ въ числ. 

И наоборотъ: 
Для тою, чтобы число, натисанное въ видъ десятимной дроби, 

изобразить, какъ простую дробъ, уничтожають запятую и пишуть 

полученное цълое число числителемь, знаменателемь же будеть еди- 
ница со столькими нулями, сколько десятичныхь энаковь импется въ 
данной дроби. 

18. Условимся обозначать цесятичныя дроби въ общемъ 
видз при помощи слёдующаго знакоположеня: 

А, аа. .- .а,, 

тдЪ буквой А означена вся цфлая часть десятичной дроби, буквы 
жеа,а.,... .а, обовначаютъ цифры десятичнаго числа, причемъ 

вначекъ ® при послёдней цифр показываетъ число деслтичныхь 
энаковъ. 

Напр., въ десятичной дроби 

$2, 514 
имземъ: 

А=82 ; аа =6 ;аз=7; &в=4; =, 

Если при этомъ условиться обозначать знакоположенемъ. 
Е РЕ 

то цтлое число, которое получится, если уничтожить въ десятичной 

дроби запятую, то выводы предыдущаго параграфа могутъ быть 
выражены при помощи формулы: 

А, щи = 

119. ТЕОРЕМА. Величина десятичной дроби не измфнится, если 

приписать къ ней, или уничтожить въ ней, одинъ или нъекольно 
нулей справа. 

Въ самомъ дЪлЪ, ваявъ равенство 
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и умноживъ числитель и знаменатель правой части на 10*, по- 
‚лучаемъ ($ 100): 

® нулей 

А Я АЕ ма а Ем. Ю.Е 

К нулей 
а НеНИЕ 

— А, бы и а 00... № О, 

что и тр. док. 

120. ТЕОРЕМА. Величина десятичной дроби увеличится (умень- 
шится) въ 10, 100, 1000... . разъ отъ перестановки запятой на 

одну, двЪ, три. .. . цифры вправо (влЪво). 
Въ самомъ дЪлЪ, если въ равенств® 

А а, ее + бы 
ага ны 

умножить въ правой части числитель (знаменатель) на 10, 100, 

1000.....,то равенство нарушится, и правая часть сдзлается 
въ десять, сто, тысячу. .. .разъ больше (меньше) лвой; но 

(Ааа... . а»). 10_А ма... а 

10* 10" 

баров в ка» 
Также: 

(АДА ма.... ан). 100_ Ааа... 
10" = 10" ЕЕ. 

=А а; а, в... . а 

ит. д, что и доказываетъ теорему. 

Дъйств!я надъ десятичными дробями. 

121. СЛОЖЕНЕ. Въ десятичныхь дробяхъь, такъ же какъ и 
въ цёлыхъ числахъ, различныя цифры отъ правой руки къ л%- 
вой выражаютъ единицы послздовательно въ десять разъ боль- 
ия, а потому сложеше десятичпыхъ дробей производится со- 
вершенно потьмъ-же правиламтъ, какъ и сложеше цфлыхъ чиселъ, 

Итакъ: 
Для тою, чтобы сложить нисколько десятичныхь дробей, пишут 
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ихь одну подъ друюй такъ, чтобы запятыя, а слтд. и цифры, выра- 
жаюция единицы одинаковыть разрядовъ, находились въ одномъ верти- 

кальномь столбиь, а заттъмз складываютъ иль, какъ цълыя числа, помп- 
ал запятую въ полученной суммь подъ запятыми данныхь чисель. 

122. ВЫЧИТАНИЕ десятичныхъ дробей производится совер- 
‚шенно такъ-же, какъ и вычитан!е цвлыхъ чиселъ: 

Для тою, чтобы сдълать вычитате двуть десятичныхь чиселъ, 

пишиуть меньшее число подъ большим» такъ, чтобы запятыя, а слпд. 
и цифры, выражаюцщия единицы одинаковыхь разрядовъ, находились одна 

подъ друлой, и затъмь поступають съ дробями, какъ съ цълыми числами, 

помтыщая запятую въ полученной разности подъ запятыми данныть 
чиселъ. 

123. УМНОЖЕНИЕ. Пусть, напр., требуется перемножить двъ 
десятичныя дроби: 

За В сес Вь, 

Представляя данныя десятичныя дроби подъ видомъ про- 
стыхъ дробей (8 118) 

Даа... ВЫ... ..Ы 

10" 10* Е 

перемножаемъ эти дроби по общимъ правиламъ ($ 112): 

Ааа... .& ВЫ... 

10" 10% у 

Анита ить ви) 

Е то : 
ПослЪднее равенство показываетъ: 

Для тою, чтобы перемножить дв десятичныя дроби, надо от- 
кинуть запятыя, перемножить образовавшаяся такимь образомь цълыя 

числа, и въ полученномь произведении отдълить запятой, начиная справа, 

столько деслтичныхь знаковь, сколько ить было въ обоижь произведеняхь 

вмлстль. 

124. ДЪЛЕНЕ. Пусть, напр., требуется раздфлить десятич- 
ную дробь 

54-91 3@4..-- За ВВ, оке об 
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Представляемъ данныя десятичныя числа подъ видомъ 
обыкновенныхъ дробей: 

РЕ р 2 ТЕХ [2 

10" 8 10% 

и дВлимъ эти дроби по извзстнымъ правиламъ (8 115): 

Аа: баеель чл ба Во: ба а в _ 

10" : 10* Е: 

_А ма... 10 
а: о не $, 10" 

Равенство это показываетъ, что если дробь 

чаек а» 

Ви. 5, 

можеть обратиться въ конечную десятичную дробь, то искомое 
частное выразится точной десятичной дробью, въ противномъ же 
случа величину частнаго можно выразить десятичной дробью 
только съ извзстнымъ приближенемъ. (См. ниже 88 128—133). 

125. При выполнени двлешя на практик различаютъ 
обыкновенно два случая: 

1. Дълитель есть цтьлое число. 

Пусть, напр., требуется раздфлить 92,748 на 12. 

Разсматриваемъ дЪлимое, какъ цтълое число тысячныхь долей 

единицы и ДВЛИМЪ 
92748 на 12. 

Очевидно, полученное оть этого двлешя частное будетъ 

представлять собой тысячныя доли единицы. 

Выполняя длене 92748 на 12, находимъ цзлую часть 

частнаго 7729. 
Поэтому частное отъ дВленя 92,748 на 12 равно 

1129 
1000 = 7729. 

Итакъ: 

Для тою, чтобы раздълить десятимную дробь ча цьлое число, 

выполняють дълеше, предполаая дълимое цълымь, и въ полученномь 

частномз отдъляютъ справа столько десятимныхь знаковз, сколько ить 

было въ дълимомь. 
2. Дълитель есть десятимная дробь. 
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Этоть случай приводится къ предыдущему посредством» ум- 
ноженя дълимало ‘и дълителя на такую степень 10, чтобы дълитель 
сдълалея цтълымь числомз, Что не измВнитъ частнаго (8 36). 

Пусть, напр., требуется раздьлить 

57,2432 на 0,27. 

Умноживъ дфлимое и дзлителя на 100, мы обратимъ дан- 
ныя десятичныя числа въ 5724,32 и 27, дьлене которыхъ вы- 

полняется по предыдущему. 

ГЛАВА ТУ. 

Обращене обынновенныхъ дробей въ десятичныя. 

126. Рьшен!е вопроса о томтъ, всякая ли простая дробь мо- 
жетъ быть преобразована въ равную ей десятичную, т. е. спо- 
собна ли величина, представленная какой-нибудь дробью, выра- 
зиться въ десятичныхъ доляхъ единицы, основано на слздующей 

теоремЪ: 

ТЕОРЕМА. Для того, чтобы данная несократимая *) дробь могла 
точно выражаться дробью десятичной, необходимо и |достаточно, 
чтобы ея знаменатель не содержалъ другихъ простыхъ множителей, 
кром$ 2 и 5. 

„Во-первыхь, услове это необходимо. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть, напр., несократимая дробь + точно 

® 
выражается десятичной дробью то” ТАКЪ что 

а 
1" 

На основан!и 8 103 заключаемъ, что 

К—=а.9; 10" =6.4, 

*) Въ этой теоремЪ, равно какъ и во всемъ послЪдующемъ изложени, мы 
предполагаемъ данную простую дробь несократимой, что нисколько не огра- 
ничиваеть вопроса, такъ какъ ослкая дробь можеть быть сдълана чесо 
патио 

ный 
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гдВ 4 эсть нзкоторое цьлое число. Разлагая об части равенства, 

10" =5. 0 

на простыхъ множителей, увидимъ, что въ лёвую часть входятъ 
только множители 2 и 5, а потому и правая часть, а сл®д. и 
число 6, не можеть ($ 92) содержать иныхъ множителей, кромв 
2и5. 

„Во-вторыля, услоше это достаточно. 

Въ самомъ двлЪ, пусть знаменатель данной несократимой 

дроби + не содержитъ другихъ простыхъ множителей, кромЪ 

2 и 5, такъ что 
Оо. 5, 

Докажемъ, что всегда можно найти точную десятичную дробь, 

равную дроби =. 

Разсмотримъ три случая: 
19. Показатели степеней при 2 и 6 равны, т, е. =”. 

Тогда 
о @ в) 
=. 10’ 

что представляетъ десятичную ‚дробь съ числомъ десятичныхъ 

знаковъ, равнымъ ®. 

20. Показатель степени при 2 больше показателя при 5, т. е. 
& >». 

Въ этомъ случаЪ имфемъ: 

а а а 6 

ъ РЯ 2.5", 5" 2. 5% 10* 

что представляетъ десятичную дробь съ числомъ десятичныхъ 
знаковъ, равнымъ (. 

39. Показатель при 2 меньше показателя при 5, т. е. к <». 
Въ этомъ случа: 

а а д ав 

Е а 5, 58. 10" 

*) Произведеше 5^ преобразовывается такъ: 
я. 5 —=2.2....2.5.8.6, 4. .6=(2,.5).@2.5.,.,.@.= 
В а ЕЕ 

 разъ 1 разъ ® разъ 
— 10.0... .ю =. 

| разъ 
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что представляетъ десятичную дробь съ числомъ десятичныхь 

знаковъ, равнымъ т. 

Итакъ, во воЪхъ случаяхъ дробь 5 1 можетъ быть вы- 

ражена точной десятичной дробью, что и тр. док. 

127. Изъ доказательства послздней теоремы видно, что если 

въ несократимой дроби 
а 
а 

показатель > п, то эта дробь преобразуется въ десятичную съ 
К десятичными знаками; если же п>\, то число десятичныхь 
знаковъ получается равнымъ п. 

Итакъ, можно дать правило: 
Дробь, знаменатель которой не содержить иныхь простыхъ мно- 

жителей, кромь 2 и 5, можеть быть преобразована въ конечную деся- 

тичную дробь, содержащую столько десятичныхь знаковъ, сколько еди- 

ниць заключается в5 томъ изъ показателей степеней при 2 или5, ко- 

торый больше друюю. 

Примпры. 1. Дана несократимая дробь =. Знаменатель ея 

40=23.5; поэтом" можемъ утверждать, что при обращен 1 

вЪ десятичную, получится конечная десятичная дробь сз тремя 
деслтичными знаками. Дйствительно: 

т Я 7. 5 115 ЕЕ = =0д15. 

2. Также дробь 
Зе м и 88 
15—5— = 1000 

3. Также дробь 
128 __ 
80 

0,088. 

5 = 1,5815 и т. д. 
б 

128. Теорема $ 126 показываеть, что весьма лишь немногя 

простыя дроби могуть быть обращены въ точныя десятичныя, 

Т. ©., ЧТО не всякая величина способна точно выражаться в5 десязпич- 

ныхь доляхь единицы. . 

Покажемъ, что всякая дробь можеть быть представлена де- 
сятичной дробью съ какой уюдно степенью точности. Для этого 
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прежде всего выяснимъ, что именно надо понимать подъ ири- 
блиоюеннымь вычисленемъ дробей съ данной степенью точности. 

129. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Вычислить дробь съ точностью до единицы 
значить найти наибольшее число единицъ, содержащееся. въ этой дроби. 

1 я. 
Вычислить дробь съ точностью д0 16 ЗНачить пайти наибольшее 

число десятыла, заключенныхь въ этой а 

Вычислить дробь съ точностью до 5 значить найти наиболь- 

щщее число сотыть, заключенныхь въ этой дроби. .. .ит. д. 

1 
И вообще, вычислить дробь сз точностью д0 ни значить найти 

наибольшее число т’овыль, заключенныхь въ этой дроби. 

Изъ этого опредълешя слФдуетъ, что если какая-нибудь дробь 

т Р 
(=) больше -_-0в0й части единицы, взятой т разъ, и меньше 

той-же ой части, взятой т--1 разъ, то дробь 

т 

ъ 

и будетъ выражать приближенное значене данной дроби съ точ- 

1 
ностью до —_. 

Примтръ. Дробь =. больше *) чЪмъ 0,4 и меньше 0,5, 

а потому 
г 3 

значеще дроби (+) съ точн. д0 и = =0, 4. 

130. Изъ опредвлешя предыдущаго параграфа слёдуеть: 
Чтобы вычислить дробь съ точностью д0 единицы, достаточно 

исключить цълое число, ен въ этой дроби. 

Пусть, напр., дана дробь == Исключивь цвлое число 

найдемъ 

295 85 
18- ^98 

*) Въ этомъ можно убёдиться посредетвомъ вычиташя. 
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Такъ какъ это число больше 2 и меньше 3, то значеше дроби 

Е 5 точн. до единицы разыо 2. 

131. ПРАВИЛО. Чтобы вычислить величину дроби съ точностью 

1, достаточно найти цьлую часть частнало отъ дълешя на зна- 

менателя данной дроби произведещя числителя ел на число % и разд- 

„лить полученное частное ча т. 

Въ самомъ дьлЪ, пусть имфемъ дробь - Обозначимъ бук- 

вой 2 наибольшее числ. овал, содержащееся въ этой дроби. 

Тогда, согласно опредвленя ($ 129), можно написать: 

ха #1 
Е а. 

Изъ перваго неравенства слздуетъ: 

а.т. 

изъ второго: 

откуда заключаемъ, что искомый числитель 2 есть цлая часть 
частнаго отъ дВлен1я произведеня (а.т) на В, что и тр. док. 

Примпры. 1. Найти значешедроби-2 съ точн. до——. П- 

ЦФлая часть частнаго оть двлешя (2. 100) на 3 равна 66, а 

потому = съ точн. до 0,01 =0, 66. 

4 
2. Найти значеше дроби 8 тж. до ——-. т 

ЦЪлая часть частнаго отъ двленя (4. 1000) на 7 равна 571, & 

потому Чо эточн. 00 —— то = 0, 571. 

23 1 
3. Найти значее дроби  ° "о д0 —— 70000° 
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Цвлая часть частнаго оть дфлен!я (23. 10000) на 9 равна 

25555, ‘и потому #8 съ точн. до 0,0001 = 2,5555. 

132. Въ томъ случа, если знаменатель несократимой дроби 
не удовлетворяетъ необходимому и достаточному услов!ю, выве- 
денному въ 8 126, данная дробь не можетъ быть выражена точ- 
ной десятичной дробью, но на основанши 83 129—131 мы всегда 

можемъ вычислить величину ея съ точностью до 0,1; 0,01; 
0,001.....ит. д. 

Одвлаемъ сл5дующее ОПРЕДЪЛЕНИЕ: 

Обратить дробь въ десятичную значить вычислить ее послЪдо- 
вательно съ точностью до одной десятой, одной сотой, одной ты- 
сячной..... ит. д, и составить таблицу все болфе и болъе 
приближенныхъ десятичныхъ значенй данной дроби *). 

133. Пусть требуется обратить въ десятичную дробь". 

Для этого, на основан опредзлен1я предыдущаго параграфа, 

Л 
надо вычислить значене —_ съ точн. до 0/1; 0,01; 0,001..... 

ит. д, 

Но вызсто того, чтобы дЪлить на 13 сперва 7, потомъ (7. 10), 
потомъ (7. 100}; (7. 1000) ит. д. (3 131), проще поступить такъ: 

дьлимъ 7 на 13, къ каждому изъ послздовательныхъ остатковъ. 
приписываемъ нуль и продолжаемъ подобное двлеше до тьхъ поръ, 

пока не получимъ достаточнаго числа десятичныхъ знаковъ. 

Очевидно, что подобнаго рода дълене приведетъ насъ къ тому 

же самому ряду ДВйствШ, какъ послздовательное дзлеше на 13 
чисель: 7; (7. 10); (7. 100); (7. 1000). ..,а потому и результаты 

этихъ дЪлен!Й, т. е. получающиеся десятимные знаки, будуть оди- 

наковы. 

*) Опредълеше это общее, т. е. оно в®рно и для того случая, когда данная’ 

дробь выражается точной десятичной, такъ какъ, если эта дробь равна, напр., 

иЪкоторому числу десятитысячныхъ, то мы получимъ ел точное значеше, вы- 
числяя ея величину съ точностью до 0,0001, а составляя всЪ дальн®йшя при- 

ближен!я, будемъ всегда получать тозиз-же результат», 
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'ДЪйстые располагается слёдующимъ образомъ: 

7 |13 

70 | 0,53846163. ... ит. д. 

50 

110 

60 

80 

20 

70 

50 

ит. д. 

'Итакъ, можно написать: 

Значеше дроби ра съ точн. д0 1 =0; 

„ я 00 =0,5; 
„ въ м м 0,01 =0,53; › 
> о „ 0,001 =0,588; 

” о» » 0,0001 =0,5384 и т. д, » 
Отсюда вытекаетъ правило: 

Для тою, чтобы обратить дробь въ десятичную, дълимъ числи 
зтель на знаменатель; цълая часть оть этою дълешл даеть число це 
„лыхь единиць в5 десятимной дроби *); къ получившемуся остатку при 
эшеываемь справа нуль и продолжаемь дълеше, приписывая посльдова 
тельно нули къ каждому изъ остатков». 

Если одно изъ дълен вытолнится нацьло, то данная дробь 

выразится точной десятимной; въ противномь случаъ дълеше можеть 
быть продолжено безконечно, и мы будемь получать все болъе и болте 

приближенныя десятичныя значешя данной дроби. ы 

*) Если числитель меньше знаменателя, то число цфлыхъ равно вулю, в 

посль этою числитель разсматривается, какъ первый остатонъ отз дълешл; 

поэтому, напр, при обращены 1. въ десятичную дробь первый остатокъ ра- 

вевъ 7. 

4 

- 
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ГЛАВА У. 

Пер!одическя десятичныя дроби. 

134. ОПРЕДЪЛЕНИЯ. Если въ беэконечной десятичной дроби, на- 

чиная с5 нткотораю десятичмнало знака, совокупность носколькить 

цифръ повторяется неотраниченное число разъ въ одномь и томз-оке 

порядкъ, то такя деслтимныя дроби чазываются перодическими, а 

повторяющался часть ихъ называется пергодомъ данной дроби. 

Если перюдъ начинается непосредственно посл запятой, 
то перодическая дробь называется простой или чистой; если же 

между запятой и началомъ перваго перода находится н%кото- 
рая неперюдическая часть, то дробь называется смфшанной, 

Напр. 2, 57 57 57 51. .... .есть чистая перодическая 
дробь; 7, 23 712 712 712 112... .. есть смъшанная перю- 

дическая дробь. 

135. Для сокращен!я письма введемъ слфдуюция условныя 
обозначеня: будемъ изображать чистую перюдическую дробь, со- 
держащую р цифрь въ перюдЪ, такъ: 

4, ар аз в... а, а... ба а. ани» 
или сокращенно: 

А, (а, аз а... .а,). 

Также смьшанную пер1одическую дробь, состоящую изъ # 
цифръ до перода и р цифръ въ перодЪ, напишемъ: 

А, 1 а... - 4, а ада + +. бр Ч ада. , бы. > 
или сокращенно: 

о аль - а, (а Ч... * @,). 

136. ТЕОРЕМА. Всякая простая дробь при обращены въ деся- 
тичную даетъ или дробь конечную, или же дробь пер!одичесную. 

Пусть дана несократимая дробь +. Для того, чтобы обра- 

тить ее въ десятичную, поступаемъ по правилу, данному выше 
($ 133), т. е. дВлимъ на 6 числа; 

а; а. 10; а. 1039.10 а: 10... а... 

Пусть соотвфтственные остатки отъ дЪлешя будуть: 
то т; т; 7з; Е 
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Какъ извЪстно изъ предыдущаго ($ 133), на практик вм®ето 
двленя на Ъ чиселъ а, а. 10, а. 10°... . дВлять на ® числи- 
тель а, и къ каждому изъ послёдовательныхъ остатковъ припи- 

сывають по нулю, такъ что обращеше -° въ десятичную дробь 5 др 
производится такъ;: 

а |ь 

то. 10 [©, 9: 9 4% 4%... - 

ДЪлимъ а на 6; цълая часть частноло отъ этого двлешя, ©, 

есть цълая часть десятимной дроби. Къ остатку отъ двлешя а нь 

Ъ, равному то, приписываемъ нуль, и произведен!е (то. 10) дВлимъ 

на 6; получаемъ цифру десятыхъ 41. Ко второму остатку т; при- 
писываемъ нуль и длимъ (и . 10) на Ь, что даетъ цифру сотыхъ 

4» и трей осталокъ ”›. Приписываемъ кт т, нуль и дФлимъ 
(г. 10) наЪ, что даетъ цифру тысячныхъ 4х и четвертый остатокъ 

т. Приписываемъ къ 7. нуль... . ит, д. 

Если ОДИНЪ ИЗЪ ОСТАТКОВЪ 9%, 1, 72. мень 
. а 

окажется равнымъ нулю, то дфлеше закончится, и дробь —, 

выразится конечной десятичной дробью *). Если же ни одинъ изъ 
посл®довательныхъ остатковъ не будетъ равенъ нулю, то дфйстве 
дВлешя можеть быть продолжено неопредЪленно, и получится 
безконечная десятичная дробь. 

Вь этомъ случаъ число различныхь остатковъ не можеть быть 

безконечнымь, такъ какъ каждый изъ остатковь должень быть че- 

премтино меньше дълителя Ь, а потому всз возможные остатки 

суть: 
1; 2;3;4.... (6—1), 

ы ̀ Это, какъ намъ извЪстно, можетъ случиться только тогда, если знаме 

иятель № не содержить иныхъ множителей, кром8 2 и б ($ 126). 
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и слВД., в самомз невьиодномь случаъ, шахипит послё В минусъ 
одною дЪлевя, мы непремфнно получимъ одинъ изъ остатковъ- 
бывшияхь уже раньше. Такъ какъ, начиная съ этого момента, мы бу, 
демъ находиться совершенно въ тьхъ-же условяхъ, какъ тогда, 
когда этотъ-же остатокъ встр®тился въ первый разъ, то, очевидно, 
все дальнЪйшее дЪйств!е будетъ точнымь повторещемь предыдущано, 
а потому и цифры частнало начнуть повторяться въ одномь и томъ-же 

опредъленномь порядкъ, т, е. полученная дробь будетъ непремВнно 

пертодической. 

Если-бы, напр., оказалось, что трет остатокъ (”.) равенъ 
первому (т), то третья цифра частнаго 4, будеть такая же какъ 
первая цифра 4:, & потому получится безконечная чистая перю- 
дическая дробь: 

О, 4: 9: @ 941 4... .=0, (9, @). 
Также, если 7. =, То 4—4», и дробь будетъь: 

О, 41 42 3 44 92 43 4 42 4 4... =, 41 (@2 4з 944). 

137. ЗАМЪЧАНШЕ. Для яснаго усвоешя дальнёйшаго, сл®- 
дуеть твердо помнить сл5дующее: 

1) Что значекъ при г въ обовначешяхъ, принятыхъ въ пре- 
дыдущемъ параграфВ и въ послЪдующемъ изложенш, всегда 

на единицу меньше номера остатка, т. е, 

первый — остатокъ обозначен то 

второй ” „ т 

третй % » та 

четвертый —„ „ 7з 

двадцатый —„ ^) ть 

и вообще, п-|- первый —„ 

2) Каждый изъ этихъ остатковъ », начиная съ т, есть оста- 
токъ оть двлешя на 6 произведеня изъ а на 10 въ степени, пока- 
затель которой равенъ значку при », т. е. 

т! есть остатокъ отъ дълешя на Ъ произведеня т. 101 

72» » . „ „» » г. 102 

7» „ „ г. 103 

 ь ” » „ „» „ г. 101 

7”. » » „ „ »»ь » г. 10". 
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3). Буква то обозначаетъ первый остатокъ, Т. е. окончательный 
остатокъ отъ дълешя воею числа а на Ъ. 

Напр., при обращении м. въ десятичную дробь, первый 

ОСТатокъ то =5, Т. ©. = оет, (257 : 7). 

4). Буквы Ч, 4», 4» 9... . обозначають соотвЪтственно 
первую, вторую, третью и т. д. цифры частнаго, т.е. цифры де- 
сятыль, сотыхъ, тысячныхь и т. д. полученной десятичной дроби 
и суть соотв тственно: 

4: есть цълая часть частнаю отъ дълешя на Ъ числа ту . 10 

4: » » » » » он П.Ю 

4 » » » » » я ма 0 

4 » „ » „ » » „„ „ №.10 

Ч" » »„ »„ » » »„ ьь м т. 10. 

5). Число цзлыхъ въ десятичной дроби, обозначаемое буквой 
0, есть 

цтлая часть частнаю отъ дълешя (а: 5). 

138. Изъ а $ 136 ясно, что при обращени несо- 

кратимой дроби —^ въ десятичную, число цифръ въ пертодь вседа 

‘меньше знаменателя 78 самое большее возможное число ихъ равно 

(8 — 1). 

Примтры: 

= 0285114) ... : Перюдъ изъ 6 цифръ. 

Г ==0,(384615). .. ‚ перодъ изъ 6 цифръ. 

== 0: (162) ихаесх перодъ изъ 3 цифръ. 

Е =1, 3(18).... . перюдъ изъ 2 цифръ. 

139. Очевидно, что при обращения > въ десятичную дробь, 

получится дробь чистая пер!одическая въ томъ случаЪ, если 
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повторится первый остатокъ (то). Въ самомъ дЪлЪ, если, напр., 
7р ==, ТО Чр1 == 4ь И получится чистая перюодическая дробь: 

©, (4 92%... -4). 

Если же, напр., первые № остатковъ не будуть повторяться, 
а первымъ изъ повторяющихся остатковъ окажется К -{ первый 

(”»), то полученная пер!одическая дробь будетъ смишанной, съ 
числомъ цифръ до перюода, равнымъ А. Пусть, напр., ть4р == 7 . 

Тогда Чьури = Чи, и перодическая дробь. будетъ: 

9,144... -@ (м Фа. - : -ФЪ). 

140. Выведемъ теперь признаки, по которымъ можно было 
бы судить о томъ, производить ли данная несократимая дробь 
при обращен! и въ десятичную чистую или смъшанную перодиче- 
<кую дробь, сколько цифръ будетъ содержаться въ перюдВ той 
и другой дроби, и сколько цифръ будеть до перода, въ случа 
<мЪшанной пер!одической. 

При доказательств® дальн®йшихъ теоремъ придется неодно- 

кратно ссылаться на выведенные выше необходимые и достаточ- 
ные `признаки равноостаточности чиселъ (58 48 и 49): 

1. Если два числа равноостаточны относительно какою-нибудь 
Эълитедя, то разность ить дълится нацъьло на этою дълителя. 

2. Если разность двуть чисель дълится на какою-нибудь ‘дъли- 
теля, то данныя числа равноостаточны относительно этою дъь- 
литедл. 

141. ТЕОРЕМА. Если знаменатель данной несонратимой дроби 
есть число взаимно-простое съ 10, т. е. не дълится ни на 2, ни на 
5, то эта дробь, при обращени въ десятичную, производить чистую 
пер!одичесную. 

Число цифръ въ перодЪ равно числу девятонъ въ наимень- 
‘шемъ, длящемся нацфло на знаменателя данной дроби, числ ряда 

9; 98; 999; 9999; 99999;....ит. д. 

а 
1. Положим, дана несократимая дробь —„, причемь ® есть 

число взаимно-простое съ десятью; требуетсл доказать, что при 
обращеши этой дроби. въ деслтичную цолучител иенрембниио чи- 
стая пер1одическая дробь. 

< 



Е 

а 
Такъ какъ $ ВЪ точную десятичную обратитьет не мо- 

а 
ах 

обратится непремтино въ пертодическую дробь, т. е., что въ ряду 

остатковъ 

жетъ (8 126), то на основани теоремы 8 136 заключаемъ, что 

Фор Г» Хз Тине 

вотр®Тятся непремьнно два равныхъ остатна. 
Пусть, напр., эти равные остатки будутъ: 

т” =. 

Такъ какъ (8 137) 

ти = ост. (а. 10": 6); т» = ост. (а. 10:6), 

то слЪд., числа 
а. 10" и а. 10% 

‘равноостаточны относительно 5, а потому разность ихъ должна 
($ 48) раздлиться нацвло на 6. 

Но разность эта можеть быть представлена такъ: 

а. 1" —а. 10% — а. 10"*. 10 — а. 10* = 10*.(а. 10"—*—а). 

Итакъ, произведене 

10°. (@. 10а) 

двлится нацзло на 5; но 10* есть по услов!ю теоремы число про- 
стое съ В, а потому второй множитель 

а. 10а 

долженъ непремфнно длиться нацвло на 6 ($ 68), а это пока- 
зываетъ, что числа а . 10*—* и а равноостаточны ($ 49) относи- 
тельно Ъ, т. е., что 

ост. (а. 10*—*:Ъ) — ост. (а:5), или 

нь =. 

Итакъ, въ ряду остатковъ, получающихея при обращени 

дроби > въ десятичную, найдется непремънно одинъ изъ остат- 

ковз, равный ту, т. е. первому остатнку, а это и показываетз, что по- 

лученная пертодическая дробь будетъ чистой перодической ($3 139), 

что и тр. док. 
2. Положимъ, что число цифръ въ перюдз при обращени 

данной несократимой дроби = въ десятичную, оказалось рав- 

НЫМЪ р. 
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Это показываетъ, что при обращени =; въ десятичвую 

дробь первые р остатковъ были всъ различны и Что р-|- первый 

остатокъ оказался равным первому, т. е, 

ЕТ 

Но (8 137) т» = ост. (а. 10:6); то = ост. (а:5). 

СлЪд., числа а. 10? и а равноостаточны относительно $, а 
потому разность ихъ, равная 

а. 10? —а=а. (10 — 1) 

дФлится нацфло (8 48) на 5; но а по условю теоремы есть число 
вз.-простое съ Ь*), сл®д. (8 68), разность 

102 —1 
дЪлится на 6. 

Число же 
р разъ 
а 

10—1= 999. .... 99, 

т. е. состоитъ изъ р девятокъ. 

Докажемъ еще, что никакое число вида (999... .9), ©0- 

стоящее меньше чёмъ изъ р девятокъ, не можеть раздълиться на Ъ, 
т. е. что число 

р разъ 
—_ 
999....99 

есть дВйствительно наименьшее изъ чиселъ ряда 

С, 

двлящееся нацло на 6. 

Допустимъ противное, и пусть, напр., число 

т разъ 

999, ,..,0, 

состоящее изъ т девятокъ, гдв т < р, дВлится на 6. 

Если допустить, что число написанное т девятками, т, е. 
равное 10” —1, дёлится на $, то и произведене 

а. (10" —1) —=а. 10”"—а 

*) Такъ какъ дробь $ нееократима, 



ее В — 

тоже раздфлится на Ъ, а это возможно только тогда (8 49), когда 
числа а. 10” и а будуть равноостаточны относительно в, т. е. если 

ия 

Но если-бы это было такъ, то оказалось бы, что 441 =, 
т. е., что число цифръ въ перодЪ было-бы не р, & т, т. е. меньше р, 
что противор®чить условю. 

Итакъ, если въ перюд получается р цифръ, то наименьшее 
изъ чиселъ ряда 

9; 99; 999; 9999...., 

двлящееся на 6, будетъ дЪйствительно состоять изъ р девятокъ, 
что и тр. доказать. 

142. Примфры. Сколько цифръ въ пер!од% получится при обра- 
6 2 

щени несократимыхъ дробей 1) —.- ; 2) =; 
5 

37; въ десятичныя? 3) 18 

Беремъ числа ряда 

9; 99; 999; 9999; 99999.... 

и двлимъ послёдовательно каждое изъ нихъ на знаменателей 

данныхъ дробей. 

1, Первое изъ чиселъ этого ряда, двлящееся на 37, равно 

999, т. е. состоитъ изъ трехъ девятокъ. Поэтому въ перюдЪ по- 

лучатся 3 цифры. 

Дъйствительно: 

=, Е чемедь чать $ пафурь. 

2. Первое изъ чиселъ этого ряда, дфлящееся на 7, равно 
999999, т. е. перюдъ долженъ состоять изъ 6 цифръ. 

Дъйствительно: 

Е =0, (285714)... . перодъ изъ в цифръ. 

3. Первое изъ чиселъ этого ряда, двлящееся на 13, равно 
999999, т. е. перодъ получится изъ 6 цифръ. 

Дъйствительно: 

5 
8=0, (384615)... . перюдъ изъ 6 цифръ. 
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143. Изъ теоремы 8 141 вытекаетъ слёдетве: 

Всякое число, взаимно-простое съ 10, т. е. не дълящееся ни 
на 2, ни на 5, дълитъ нЪноторую степень 10, уменьшенную на еди- 

ницу, т. е. дЪлитъ нфноторое число, всф цифры котораго суть де- 

вятки. 
Пусть 6 есть н®которое число, простое съ 10. 

Беремъ дробь и и обращаемъ ее въ десятичную. 

Мы знаемъ, что полученная дробь будетъ чистая перодиче- 
ская (8 141), т.е., что въ ряду остатковъ непремьнно найдется оста- 

эпокз, равный первому; но первый остатокъ (”) при обращении т 

въ десятичную дробь будетъ непремвнно равенъ. 1 (8 133, вы- 
носка на стр. 78), 

Итакъ, пусть напр. 7 = = 1; слзд., числа 1, 102 и 1 ра- 
вноостаточны относительно 5, а потому разность ихъ 

1—1, 

т. е. н%которое число, состоящее изъ однЪхъ девятокъ, непре- 

мЪнно разд®лится на 6 ($ 48), что и тр. док. 

144. ТЕОРЕМА. Если знаменатель несократимой дроби, дЪлясь 

или на 2, или на 5, или на 2 и на 5 совмъстно, длится еще на иныхъ 

простыхъ множителей, т. е. имфетъ видъ 2^. 5" . с, гдЪ с есть 

произведене всфхъ остальныхъ простыхъ множителей, кром$ 2 иб, 

то дробь эта при обращены въ десятичную воспроизводитъ смфшан- 
ную перодическую дробь. 

Число цифръ до перода равно тому изъ показателей степени 
при 2 или 5, который больше другого; число же цифръ въ перюдЪ 
равно числу девятокъ въ наименьшемъ, дфлящемся нацфло на с, 
числЪ ряда: 

9; 99; 999; 9999; 99999;...... 

а 
Пусть дана несократимая дробь >’ знаменатель которой 

имВетъ видъ 2.5” .с, ГД с есть число взаимно-простое съ 10. 

Допустимъ, что показатель к > п, и положимъ, что наимень- 
шее изъ чиселъ ряда 

9; 99; 999; 9999....., 
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двлящееся на с, есть 

х р разъ 
—_щ 
999. 2..9, 

т, е. равно 10? —1*). 

Требуется доказать: 

1. Что при обращени я въ десятичную, получится емп- 

щшанная перюдическая дробь; 

2. Что число цифръ до пер!ода будетъ равно мменно ^; 

3. Что число цифръ въ перюд® будетъ равно ммемно р? 

Доказательство: 

Обращая дробь въ десятичную, мы получимъ непремЪнно 

безконечную пертодическую дробь (8 136), такъ что въ ряду остатковъ 
получатся непремфнно и равные остатки, Положимъ, что рядъ 
осталковъ будетъ: 

Фо» т, ое ЗК МН: ТЫ Тр... 

Теорема будетъ доказана, если мы покажемъ: 
1) что ни одинъ изъ первыхъ  остатковъ, т. е. 

Те ти, Та. - . Та 
не повторится; 

2) что К-- первый остатокъ (’») непремвнно повторится, и 

притомъ именно въ остатк® &-|-р-|- первомъ (ть1»); и 
3) что онъ не повторится ни въ одномъ изъ остатковъ 

раньше Е-- р-|- первало, 
1. Ни одинъ изъ первыхъ А остатковъ, т. е. 

ЗН ГЕ 

повториться не можеть. Въ самомъ дВлЪ, допустимъ, что какой- 

нибудь изъ остатковъ, напр. х‚, оказался равнымъ какому-либо 
изъ первыхъ / остатковъ, напр. ху, (гдВ /=А— 1). Изъ равенства 

Те и, 
слздуетъ, что числа 

а. 10' иа. 10/ 

равноостаточны относительно 5, т. е., что разность 

а. 10' —а, 10/ = а. 10/.{1057 — 1) 

цзлится на 6 ($ 48). 

*) На основаши 5 143 мы знаемъ, что такъ какъ с есть чиело вз.-нростое 

СЪ 10, то иепремтино существуеть число вида 10? — 1, хвлящееся на с. 



Е 

Но въ двлимое а. 10’. (10-/—1) множитель 2 входить 

только въ степени, равной /*); въ дВлитель же 6, равный 2*. 5". с, 
множитель 2 входитъ въ степени К; по условю >> /; а потому 
на основаши 8 93 заключаемъ, что 

а. 10/.(10-7—1) на в 

не дълится, т. е. числа а. 10' и а. 10/ не равноостаточны, 

Итакъ, ни одинъ изъ первыхъ / осталковъ повториться не 
МожЖетЪ, Т. е. число цифръ до перюда не менфе К. 

2. Покажемъ, что #--р-Г первый остатокъ равенъ остатку 
&-|- первому, т. е. что 

р АР 

Въ самомъ двлв, числа эти суть остатки оть двленй на ь 

ароизведен!й 

а. 102 иа. 10*. 

Разность этихъ чиселъ 

а. 102 —а. 10% =а. 10%. (10 — 1) 

цвлится **) на В, & потому числа эти равноостаточны (8 49) отно- 
зительно 6, т. е. дВйствительно 7»; =7» . 

3. Остатокъ &-Е первый не можетъ повториться раньше, чёмъ 
въ остаткВ &-- р-- первом. 

Дьйствительно, допустимъ противное, и пусть, напр., оста- 
ТОКЪ 7», =, причемъ з<р. 

Но если ть}, =», ТО Числа а . 10*+* и а. 10* равноостаточны 
относительно В, а потому разность ихъ 

а. 10+ —а. 10% =а. 10*. (10 —1) 

должна раздвлиться на 5. Но двлеше 

а.10*. (10'—1) на 2%. 5". с 

не можеть выполниться, такъ какъ числа аи 10* взаимно оны 
съ с по условию, число же 

дн 1. 

на с раздьлиться не можеть, ибо чиело это состоить всего изъ 
$ девятокъ, а з< р. 

*) Въ самомъ дЪлЪ: въ а множитель 2 не входитъ, нбо по услов!ю дробь 

- иесократима; число (10!--/— 1) состоить изъ одиъхъ девятокъ, и сл®д., на 

2 не длится; а 10/ = 2/. 5, т, е. еедержать 2 въ степени /. 
**) Въ самомъ дЬлЪ; 10% — А. 5, т, е. д®литея на 2^.5* , н кромв того 

{102 — 1) по условю дфлится на е. 
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Итакъ, въ ряду остатковъ 

О, с.г 

НИ ОДИНЪ ИЗЪ ОСТАТКОВЪ 

О К 

не повторится; остатокъ 7», равенъ остатку 7»; и ни одинъ изъ 

остатковъ 

НАУ Тень. - + с И 

ь а 
не равенъ остатку т» ‚ Т.е. при обращенти дроби и десятимную, то- 

лучится смъшаннал перлодическая дробь, у которой число цифръ до 
пертода равно №, а число цифръ въ перодъ равно р, Что и тр. док. 

145. Предыдущя теоремы даютъ возможность раздълить 
вс несократимыя дроби, по отношеню къ обращен ихъ въ 

десятичныя, на три класса: 
1. Несократимыя дроби, знаменатели которыхъ имВютъ видъ 

2.5", 
т. е. не содержать иныхъ множителей, кром% 2 и 5. 

Эти дроби производять конечныя десятичныхл дроби, причемъ 
число десятичныхъ знаковъ равно тому изъ показателей степеней 
при 2 или 5, который больше другого. 

2. Несократимыя дроби, знаменатели которыхъ суть числа 
взаимно-простыя съ 10, т. е. не длятся ни на 2, ни на 5. 

Дроби эти производятъ чистыя иергодическя дроби, причемъ 
число цифръ въ перод равно числу девятокъ въ наименьшема, 
дфлящемся на даннаго знаменателя, числ ряда 

9; 99; 999; 9999; 99999....- 

3. Несократимыя дроби, знаменатели которыхъ, дВлясь или 
на 2, или наб, или ина 2и на 5, содержатъ еще и другихъ про- 
стыхъ множителей, отличныхъ отъ 2 и б, т. е. имЪють видъ 

2. 5". 6, 

ГДВ с — обозначаетъ произведеме всЪхъ остальныхъ множителей, 

кромВ 2 и 5. 
Дроби эти производять смьшанныя перодическя дроби съ 

числомъ цифръ до перода, равнымъ тому изъ показателей при 
2 или 5, который больше другого, и съ чиеломъ цифръ въ пе- 
р!одЪ, равнымъ числу девятокъ ВЪ наименьшемь, двлящемся на 

произведеше с, числ ряда 

9; 99; 999; 9999; 99999.... 
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146. Примфры. Как1я дроби получатся при обращенш 

5 14 в 128 19 954 
9 5т; 2) 559: ба; 9-18 9 505 9) во 

въ десятичныя? 

1. Дробь -2. — несократима. Знаменатель ея 21=3.7 есть 

число простое съ 10; слд., дробь эта производить чистую пер!о- 
дическую. ДЪля числа ряда 

9; 99; 999; 9999.... 

на 21, находимъ, что наименьшее изъ этихъ чиселъ, двлящееся 
на 21 есть 999999, а потому число цифръ въ пер!од% должно 
равняться шести. Дйствительно: 

=, (238095). . - „чист. пер. др. съ пер. в 6 цифр. 

2. Дробь = сокращается на 7; сокративъ, находимъ 

=. Знаменатель 37 есть число простое съ десятью, а потому дробь 

эта произведетъ чистую перодическую. Для числа 

9799990: 

на 37, видимъ, что первое изъ этихъ чиселъ, дьлящееся на 37, 
равно 999, а потому число цифръ въ перюдВ должно равняться 
тремъ. Дъйствительно: 

0054) 2: Мет. пер, др. съ пер. в5 3 цифры. 

3. Дробь от сокращается на 2; сокративъ, находимъ г $ 

Знаменатель 52—22. 13; слЪд., дробь эта произведетъ см8шан- 
ную пер!одическую, съ числомъ цифръ до перода, равнымъ 
двумъ и съ числомъ цифръ въ перюдЪ, равнымъ шести *). ДЪй- 
ствительно: 

з 
—5=0,05 (769230). 55—05 (180230) 

*) Такъ какъ наименьшее изъ чиселъ ряда 9; 99; 999...., двлящееся 

на 13, есть 999999, т. е. состоитъ изъ шести девятокъ. 



несократима. Знаменатель ея 16—24, а по- —4: Дробь 

тому дробь эта произведеть конечную десятичную съ четыремя 
‘десятичными знаками. 

Дъйствительно: 
123 
в = 7,6875. 

5. Дробь — несократима. Знаменатель ея 202=—2. 101. 
Е 

Наименьшее изъ чиселъ ряда 

9; 99; 999; 9999...., 

двлящееся на 101, равно 9999, а потому ——— о произведетъ см$- 

шанную пер!одическую съ однимъ десятичнымъ знакомъ до пе- 
рода и съ 4-мя десятичными знаками въ перюд%. 

Дзйствительно: 

19 02 =0,0(9405). 

6. Дробь з а сокращается на 2. Сокративъ, получаемъ: 

=. Знаменатель 420=22.5,3.7. СлЪд., данная дробь про- 

изведеть смзшанную перюдическую; число цифръ до пер1ода 
будетъ равно двумъ; для опредвлешя же числа цифръ въ пе- 
рюдЪ, дълимъ на произведене возхъ простыхъ множителей, 
входящихь въ знаменатель, кромЪ 2 и 5, т. е. на 3.7=21 
числа ряда 

:9; 99; 999.... 

Наименьшее изъ этихъ чиселъ, двлящееся на 21, равно 
999999, т. е. состоитъ изъ шести девятокъ. Поэтому число цифръ 
зъ перодЪ должно быть равнымъ шести. 

Дъйствительно: 

477 : ЕЕ 28). 450 = №13(571428) 



= 

ГЛАВА У1. 

Обращене перодическихъ дробей въ обыкновенный. 

147. Если имЪется перодическая десятичная дробь, то во 
многихъ случаяхъ бываетъ необходимо обратить ее въ обыкно- 
венную дробь, т. е. найти такую обыкновенную дробь, которая 
при обращени въ десятичную, воспроизвела бы данную пе- 
рюдическую дробь. 

При рЬшеши этого вопроса, будемъ для простоты разсу- 
ждешя разематривать только дроби, менышя единицы, т. е. такя 
пер!одическя дроби, въ которыхъ цфлая часть равна нулю. Такое 
ограничеше нисколько не уменьшаеть общности выводовъ, такъ 
какъ, если, напр., дробь 

0, (а1 а а...) 

т 
окажется равной дроби —» то, очевидно, что дробь 

А, (маза. -. 4%) 

будетъ равна 
т А+. 

148. Пусть дана чистая перодическая дробь, содержащая 
р цифръ въ перод%, напр. 

0, (а1 аз аз... -а,) 

и требуется опредфлить, какой простой дроби она равна. 060- 
значимъ искомую величину данной пер!одической дроби буквой, 
такъ что 

&=0, (а 4....4,).... (1). 

Умножимъ 06% части этого равенства на такую степень десяти, 
чтобы одинъ перодъ получился передъ запятой, т. е. чтобы за- 
пятая передвинулась на р десятичныхь знаковъ вправо. Для 
этого, очевидно, надо умножить об части на 102, такъ что 

107. Х==а; '@2 @..,. .@р, (а, и» аз. .. а). 

ПослЪднее равенство можно перенисать такъ: 

107. 2—4; @; 43... .@,-ГО, (и @ %... . ар), 



ор 

‘или на основани равенства (1): 

107. Я=а; 4) а... . а-я, 

Вычитая изъ обфихъ частей по 2, получаемъ: 

107 .2—2=0\ а; @....ар, или: х (102 —1)=41 @: @з. .. ар, 

а а в... @, откуда 2 = Е 

Но число вида 107 — 1 есть число, состоящее изъ р девятокъ, 

а потому 

р разъ 

Замънял въ послфдлнемъ равенствь х его значешемъ изъ 
равенства (1), получаемъ окончательно: 

Яо ба... 
0, (и аз аз. ... ЯР . 

Ым——— 

ПослЪднее равенство выражаетъ ТЕОРЕМУ: 
Всякая чистая пер!одичесная дробь, не имьющая цфлой части, 

‘равна такой обыкновенной дроби, числитель которой есть перюдъ, 
‘а знаменатель есть число, написанное столькими девятками, сколько 
цифръ въ перодЪ. 

148а. Итакъ, всякая чистая перодическая дробь при обра- 
щеши въ простую даетъ такую дробь, знаменатель которой со- 
<тоить изъ числа, напиеаннаго одними девлтками, т.е. безусловно 

це содержащаго множителей ни 2, ни 5, Слфдовательно, и по 

приведеши полученной дроби къ простьйшему виду (т. е. послЪ 
сокращеня ея) знаменатель не будетъ дЪлиться ни на 2, ни на 5, 
а потому выводимъ заключен!е: знаменатель обыкновенной дроби, 

производящей чистую пер!одичесную, есть непремфнно число взаимно- 
простое съ десятью. 

Эга теорема обратиа доказациой вь 8 141 *). 

*) Въ $ 141 доказывается, что дробь, знаменатель которой есть число 
вз.-простое съ 10-ью, обращается въ чистую перюдическую. ЗдЪеь доказано на- 
оборот», что если дробь производить чиетую перодическую, то знаменатель сл 

есть число вз.-простое съ 10-ью. Слфдовательно, ати тсоремы обратиы другъ 

„другу. 



149. Положимъ, дана смёшанная перодическая дробь 

0, а а. ... . ак (41 Ча... ..- ав), 

содержащая & цифръ до пер1ода и р цифръ въ перод®. 

Требуется обратить эту дробь въ обыкновенную. 

Обозначимъ искомую обыкновенную дробь буквой =, такъ что 

&=0, ма. ... 4 (@541 ава... + „ @ь), 

Умножимъ 06% части этого равенства на такую степень десяти, 

чтобы перюдъ начинался непосредственно посл’ запятой, т. е., 
чтобы въ правой части получилась чистая пер!одическая дробь. 
Очевидно, для этого надо умножить обЪ части равенства на 10^, 

такъ что 

$. 10 = 41 4... бь, (аа ба... - @4ь). 

Такъ какъ теперь дробь, находящаяся въ правой части, есть 
чистая перодическая съ перодомъ въ р цифръ, то на основа 
8 148 имземъ: 

аи ав. + . а, 
02: 10 = а а... ь та 

{ал аз.....4). 102 ава ан ар— а а,..... [2 
1%—1_ 

р нулей 

а а>..... 4% 00..... О-ва але. .... кр — а: @2..... к 

102? —1 я 

Но сумма двухъ чиселъ: 
р нулей число въ р цифръ 
АА прдеел НИЕ. Ста 

а а:..... &00..... 0-- ал ав... .- @р 

очевидно, равна числу: 

а: 4) 44..... Чаща... -. фр 

Слъдовательно: 
к к —_ @1 42... Ч @ @,.,.. Як 

м 999......9 # 
а 
р девятокъ 

или, наконецъ, дЪля на 10*: 

а: а... алр— а; . ак 
==, аа... @к (аа... - ак) == и : я о 

2 девятокъ А нулей 



Отсюда вытекаетъ ТЕОРЕМА: 
Всякая смъшанная пергодическая дробь, не имфющая цЪфлой 

части, равна простой дроби, числитель которой есть разность числа, 
стоящаго между запятой и началомъ второго да и числа, стоя- 
щаго между запятой и началомъ перваго пер!ода; знаменатель есть 
число, состоящее изъ цифры 9, написанной столько разъ, сколько 
цифрь въ перодЪ, въ сопровождени столькихъь нулей, сколько 
имфется цифръ до пер!ода. 

149а. Итакъ, всякая смьшанная пер!одическая дробь, при 
обращен въ простую, даетъь дробь, знаменатель которой пи- 

шется н®сколькими девятками въ сопровождеши нулей. 
Если, напр., этотъь знаменатель состоитъ изъ р девятокъ и 

® нулей, т. е. имЪеть видъ 

р разъ —® разъ 
ри 
999....900....0, 

то онъ длится 1) на 2^, 2) на 5* и 3) на всвхъ первоначальныхъ 

множителей, взаимно-простыхъ съ десятью, на которыхъ длится 
число 999.....9. 

Полученная отъ обращен!я см шанной перодической обыкно- 
венная дробь часто можеть быть приведена къ боле про- 
стому виду посредствомъ сокращеня. Но во всякомъ случа отъ 
этого сокращен я въ знаменателВ не могутъ уничтожиться ве\® 
первоначальные множители, образующе число 999....9, такъ 
какъ въ противномъ случав оказалось-бы, что въ знаменател® 
остались только двойки и пятерки, а дробь съ подобнымъ зна- 

менателемъ, на основани изложеннаго въ $ 126, способна про- 

извести только конечную десятичную, а никакъ не смёшанную 
пер!одическую. 

Итакъ, знаменатель дроби, производящей см шанную перю- 
дическую, даже послЪ приведешя къ простёйшему виду, кром® 
множителей 2 или 5 (или 2 и 5), содержить еще непремВнно и 
другихъ множителей, простыхъ съ десятью. 

ЗамЪтимъ еще слфдующее: послёдняя цифра непер!одиче- 
ской части смз шанной пер!одической дроби не можетъ равняться 
послвдней цифр» пер!ода, если только при опредълени пертода не 
произошло ошибки. Въ самомъ ДВлЪ, возьмемъ, напр. дробь 
0,24545454.... Въ перодВ этой дроби стоитъ 45, а передъ пе- 
Р!одомъ 2, Т.е, 0,24545454.... —=0,2(45). Если-бы мы предполо- 
жили, что въ перюдЪ данной дроби находится 54, а впереди 24, 
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Т.е., что 0,24545454. —0,24(54), то оказалось-бы, что непер1одиче 
ская и пер!одическая части оканчиваются одинаковой цифрой (4); но 
это произошло, очевидно, исключительно изь-за ошибки въ опредъленёи, 
перода, который начинается въ дЪйствительности съ 4, & не съ 5. 

И вообще: если послтдняя цифра непсрбодической части окажется 
одинаковой съ послъдней цифрой пертода, то это показываетз, что 

произошла ошибка въ опредълени пертода, который въ дъйствительности 

начинается на одну цифру раньше, чзъмь взято. : 

Число, получаемое въ числителЪ при обращени см шанной 
перюдической дроби 0, ага..... а» (аи.... ав») ВЪ обыкно- 
венную, равно, какъ указано въ 8 149, разности 

91 8, .. -@щ»— 1 а... к...) 

Разность эта оканчивается той-же цифрой, какъ разность 
цифръ единицъ уменьшаемаго и вычитаемаго (ал-|„— ах ). Но только 
что доказано, что а»., (послЗдняя цифра перода) не можеть 
равняться а» (посл$дней цифр% неперодической части), & потому 
разность (1), т. е. числитель полученной дроби, не можетъ окан- 
чиваться нулемъ, т. е. не можеть раздвлиться на 10. Изъ этого 
слЪдуетъ, что дробь, получаемая при обращени смЪшанной 
перодической въ простую, не, можеть быть сокращена на 10, 
а потому, если числитель и знаменатель длятся оба на 2, 
то они не могутъ сократиться на 5, и наоборотъ. СлЪдовательно, 
если полученная оть обращен!я дробь будетъ приведена въ про- 
стьйшЙ видъ, то послЪ сокращен я въ знаменатель ея непре- 
мЪнно останутся или множитель 2 или множитель 5, повторенный 
К разъ (т. е. столько разъ, сколько въ знаменатель было нулей). 

Изъ сказаннаго вытекаеть ТЕОРЕМА: 
Больш изъ показателей степеней при двойнф или пятернЪ въ 

знаменателЪ дроби, получаемой отъ обращеня смшанной пероди- 
ческой въ обыкновенную, равенъ числу цифръ до пергода въ обра- 
щаемой смЪшанной перодической дроби. 

Очевидно, эта теорема является обратной «еоремой по отно- 
шеню къ изложенному въ 8 144. 

150. Примфры. 

Чистая пер!одическая дробь 

0, 24 24 24.... 
равна 

24 8 

99 33° 7 



126 126.... 

В ЕЯ 
Б-р = би 

СмЪшанная перюдическая дробь 

0, 198 18 18 18 18.... 

19818—198 _ 19125 _ Ш 
99000 ^^ 99000 — 88° 

Также дробь 

2297—2 2295 17 __ 91 ВВ: =! мы =: 
Е 9990 — Е 9990 — Е 14 14° 

Также дробь 

1/13 (571428) =1-- 
13571428 —13 _, ее 13571415 _ 

99999900 99999900 

477 
420 

57 

Чена 



Приложеше. 

ПРОГРАММА 

вступительнаго экзамена по АрнеметикЪ, принятая во всхъ 
Институтахъ. 

(Кром® Инст. Инж. Пут. Сообщ. и Лфеного, гдЪ Арнеметика на экзамен вовсе 

не требуется). 

Сложеше и вычитане цфлыхъ чиселъ. Доказательство фор= 
мулъ: 

а (6-е) =а-Ро- с а 

а—(Б--е=а—Ь—с, а— (6— © =а— Ве. 

Умножене цфлыхъ чиселъ. Доказательство формулы: 

(@-9 се =ае- 

Теорема о неизмняемости произведен!я нзсколькихъ чиселъ 

отъ перестановки сомножителей. 
Умножене произведен!я на какое-нибудь число, умножеше 

числа на произведене и умножене двухъ произведений. Во вся- 

комъ произведен!и можно н®сколько сомножителей замВнить ихъ 
произведенемъ. 

Произведене степеней одного и того-же числа. 
Дфлене цзлыхъ чиселъ. Теорема: если дзлимое и дзлителя 

умножить на одно и то-же цфлое число, то частное не измнится, 
а остатокъ умножится на это. число. 

Дьлене произведешя на данное число. ДФлеше даннаго 
числа на произведеше и въ томъ случа, когда при д®леняхъ 

получаются остатки. 
Теоремы о дфламости чиселъ:*) 
1) Если а и Ъ дБлятся на с, то и а-=ь дВлится на с. 

*) Съ этого пункта начинается программа по Ариеметик» въ Электротех 
ническомъ Институт. Всь предыдупие вопросы изъ нея выпущены. 
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2) Если а длится на с, а $ не двлится на с, то а--Ъ не 
дВлится на с. 

3) Если а дВлится на Ь, и Ъ длится нас, то а дВлится на с 

4) Если а и ® длятся на с, то и остатокъ отъ двлен!я а на В 
ДЪлится на с. 

Признаки длимости на 2, 4, 8, 5, 25, Зи 9. 

Нахождеше наибольшаго дзлителя двухъ чиселъ при по- 
мощи послфдовательныхьъ дзлен!й. Теоремы: 

1) Всяюй дзлитель данныхъ чиселъ есть дВлитель ихъ наи- 
большаго дЪлителя. 

2) При умножени или дВлен!и данныхъ чиселъ на какое- 
нибудь число, ихъ наибольшИй дзлитель умножится или разд®- 
лится на то-же число. 

3) При двлени данныхъ чисель на ихъ наибольшаго д%- 
лителя въ частномъ получаются числа взаимно-простыя. 

4) Если а проетое съ В и ас дВлится на В, то с дВлится на 6. 
5) Если числа а, $... . .т попарно взаимно-простыя и 

п двлится на каждое изъ нихъ, то п длится на произведеше 
Г АВОЕК & 

Вычислеше наименьшаго кратнаго двухъ чиселъ при помощи 
ихъ наибольшаго дфлителя. Теоремы: 

1) Всякое кратное данныхъ чиселъ есть кратное ихъ наи- 
меньшаго кратнаго. 

2) При дЬлеши наименьшаго кратнаго на данныя числа въ 
частномъ получаются числа взаимно-простыя и обратно. 

Поняте о числЪ абсолютно-простомъ. Теоремы: 
1) Всякое число иметь простого дзлителя. 

2) Рядъ простыхъ чиселъ безграниченъ. 
3) Если простое число дВлить произведеше, то оно дВлить 

по крайней мЪрЪ одного изъ сомножителей. 
4) Если каждое изъ чиселъ а, $,.....т простое съ 

каждымъ изъ чисель а, В,..... то и произведеше 
а.....т простое съ 28... 2. 

5) Всякое число допускаеть единственное разложеше на 
простыхъ сомножителей. 

Необходимое ип достаточное услоше дзлимости данныхъ чи- 

селъ, предетавленныхъ въ вид произведен!я простыхъ сомножи- 
телей; отыскаше наибольшаго дёлителя и наименьшаго кратнаго 
данныхъ чиселъ, представленныхь въ видВ произведеня про- 
стыхъ сомножителей, 



— 101 — 

Приведен!е дробей къ простВйшему виду. Теорема: есла 5 

несократимая дробь и и =т ‚ То ве ат, = т. 

Сравнене дробей -- о ГЕИ по ихъ величин. 

Приведеше дробей къ общему наименьшему знаменателю. 
Сложеше, вычиташе, умножеше и дьленше дробей, 

Распространене теоремъ, относящихся къ произведеямъ 
цвлыхъ чиселъ, на случай чиселъ дробныхъ. 

Дъйствя надъ десятичными дробями. 
Обращене обыкновенныхъ дробей въ десятичныя. 

Условмя, при которыхъ данная дробь обращается въ конеч- 
ную десятичную. Необходимость появлен!я пер!одической деся- 
тичной дроби, если эти услов!я не выполнены.*) Услов!я, при ко- 
торыхъ данная дробь обращается въ чистую или см шанную пе- 
рюдическую дробь. Число цифръ до перюда. 

Обращеше пер!одическихъ дробей въ обыкновенныя. 

*) Этимъ пунктом заканчивается программа СПБ. Технологическаго 
Института. Вс дальнЪйше вопросы изъ нея выпущены. 
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